Le lemme fondamental métaplectique de Jacquet et 
Mao en égales caractéristiques 

DO Viet Cuong 
13 juillet 2012 

Sommaire 



1 Introduction 

Soit A l'anneau des adèles d'un corps global et GLr(A) le revêtement 
métaplectique de GLr(A) (c'est un revêtement à deux feuillets de GLr(A), 
qui est une extension centrale par {±1}, cf [9j). Pour r = 2, Jacquet [8j 
a montré qu'on pouvait utiliser une formule des traces relative pour ca- 
ractériser l'image de l'application de relèvement automorphe de GLr(A) à 
GLr(A) comme ensemble des représentations distinguées par le groupe or- 
thogonal. Pour r arbitraire, Mao [T2] a écrit la formule des traces relative 
correspondante. Pour achever la caractérisation de l'image du relèvement 
il reste entre autres un énoncé local à démontrer (le "lemme fondamental 
métaplectique de Jacquet-Mao"). L'objet de ce travail est de donner une 
démonstration de cet énoncé dans le cas de caractéristique positive. 

On va d'abord énoncer ce lemme fondamental. Soient F un corps lo- 
cal non-archimédien, O son anneau des entiers et k son corps résiduel, 
que l'on suppose de caractéristique p impaire et de cardinal q. On fixe 
■eu une uniformisante de F. Soit ip : k C* un caractère additif. On 
note \I'(rE) = ïj;{ies x dw) ; c'est un caractère additif de F dans C*. On 
note v{x) la valuation de l'élément x G F et \x\ = q~'"^^\ On note 
le sous-groupe de GL,. formé des matrices triangulaires supérieures unipo- 
tentes, Tr celui formé des matrices diagonales et Sr le sous-schéma de GL,. 
formé des matrices symétriques. Soit 9 : Nr{F) — )• C* le caractère défini par 
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Le revêtement de Kazhdan-Patterson local est (canoniquement) scindé 
au-dessus de Nr{F) ainsi qu'au-dessus de GLr{0). On peut écrire les éléments 
de GLr{F) sous la forme g = {g, z), avec g € GLr(F) et z € {±1} et la mul- 
tiplication est alors définie par 



oii X est un certain cocycle, pour la description duquel on renvoie à Kazhdan- 
Patterson [S]. Ces notations étant fixées, le scindage a au-dessus de Nr{F) 
est simplement défini par cr{n) = (n, 1) alors que le scindage k* au-dessus 
de GLr{0) est défini par K*{g) = {g,K{g)) - la fonction k : GLr{F) {±1} 
n'est vraiment pas facile à calculer et son calcul dans la situation géométrique 
qu'on envisagera est l'un des résultats importants de ce travail. 

Le groupe Nr{F) agit sur Sr{F) par s i-7> *nsn et le groupe Nr{F)xNr{F) 
agit sur GLr{F) par g i-^ n~^gn'. On appelle pertinentes les orbites s sous 
l'action de Nr{F) (resp. les orbites g sous l'action de Nr{F) x Nr{F)) telles 
que pour tout n appartenant au fixateur {Nr{F))s de s on ait 0^(n) = 1 (resp. 
telles que pour toute couple (n, n') appartenant au fixateur {Nr{F)xNr{F))g 
de g on ait 0{n~^n') = 1). Dans cet article, on s'intéresse au cas oii ces 
fixateurs sont triviaux, qui est en fait le cas fondamental |7]. Il existe alors 
un représentant dans l'orbite sous l'action de Nr{F) qui est une matrice 
diagonale t (resp. un représentant de la forme wot, où wq est la matrice de 
la permutation (r, . . . , 1) et t est une matrice diagonale, dans l'orbite sous 
l'action de iV^(F) x Nr{F)). 

Pour chaque matrice diagonale t G Tr{F), on introduit les deux intégrales 
orbitales 



ig,z).{g',z') = {gg',xig,g')zz') 




et 



JNriF)xNr(F) 

OÙ fo est la fonction définie par 






et 
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les mesures de Haar de Nr{F) et Nr{F) x Nr{F) étant normalisées de sorte 
qu'elles attribuent la mesure 1 aux sous-groupes compacts ouverts formés 
des matrices à coefficients dans O. 

Soit C : k* — >■ {±1} le caractère quadratique non trivial (C(A) = A—, A G 
k*). On note 7(0, la constante de Weil, qui est définie par la formule 

où ^' : -F — >■ C* est un caractère additif, $ est une fonction de Schwartz sur 
F et est sa transformée de Fourier = f ^{y)^{xy)dy). 

Conjecture 1.1.1.1. (Jacquet et Mao). Soit t = diag(ti, . . . , t^); on note 
flj = Y[j=i ^j- ^ alors t = diag(ai, aj~^a2, . . . , a~_l^ar) et 



J(t) 



Ut)m 
[t'mt] 



t'(i) = in[=Nr^/'C(-l)^^-<-°-'''^"^-^n,..(^od2)7(«.«7-i>^) (enconve- 
nant que qq = 1). De plus si i{t) 7^ t'(t), les deux intégrales I{t) et J(t) sont 
nulles. 

Jacquet et Mao ont démontré leur conjecture pour GL2 (voir [Ij) et GL3 
(voir |12j ) pour tout corps local de caractéristique résiduelle 7^ 2 (la formule 
de [12] ii{a,b,c) = \a\~^\b\~^/'^'j{a,^)j{—c,'i/) doit en fait être corrigée en 
IJ,{a,b,c) = |a|~^|6|~^/^7(— a, ^')7(c, ^'), comme on le voit en la comparant 
avec la formule de Jacquet [7] pour GL2). 

THÉORÈME A. Si le corps local F est de caractéristique positive, alors 
la conjecture de Jacquet et Mao est vérifiée. 

Les méthodes qui sont utilisée par Jacquet et Mao dans leurs démonstrat- 
ions pour GL2 et GL3 sont combinatoires (le calcul est déjà très complexe 
dans le cas GL3) et il n'est pas clair qu'elles permettent d'obtenir l'énoncé 
pour tout rang r. On va donc utiliser une autre approche, en s'inspirant de 
la démonstration géométrique de B. G. Ngo pour le lemme fondamental de 
Jacquet et Ye (voir [15]). 

On va en fait démontrer un énoncé un peu plus général que le théorème 
A, obtenu en remplaçant 6'^{n) par 9'^{n) dans la définition de l'intégrale 
/ et 9{n~^n') par 0-â{n~^)6a{n') dans la définition de l'intégrale J, où a = 



3 



{a2,---,ar) G {k*Y~^, a = («^,•••,«2) et 9a{n) = ip o ha avec = 
res(^ ^[^2 notera I{t,a), J{t,a) les intégrales ainsi ob- 
tenues ; bien sûr si a = (1, . . . , 1) on retrouve bien les intégrales I et J 
ci-dessus. 

Les intégrales orbitales I{t,a) et J{t,a) portent sur des fonctions loca- 
lement constantes à support compact : de ce fait elles se réduisent à des 
sommes finies. Lorsque le corps F est de caractéristique positive, les en- 
sembles d'indices de ces sommes finies s'interprètent naturellement comme 
ensembles de points à valeurs dans k de variétés algébriques définies sur ce 
corps (qu'on appellera respectivement X{t) et Y{t)). Plus précisément, on 
a : 

Iit,^)= ^ 0a{n) et J{t,a) = ^ K{wo*ntn')9â{wo^nwo)0a{n'), 

neX{t){k) {n,n')£Y{t){k) 

OÙ X{t)ik) = {n G Nr{F)/Nr(0)\^ntn G GLr{0) n Sr{F)} et où Y{t){k) = 
{(n,n') G {Nr{F)/Nr{0)f\^ntn' G GLr(O)} ; pour la deuxième somme, 
on a en fait effectué le changement de variables wo^nwQ (pour que 

X{t){k) et Y(t){k) soient non vides, il faut que ai, . . . ,0^-1 appartiennent 
à O et Ur appartiennent à O*). Il reste alors à donner aussi aux fonctions 
une interprétation géométrique. 

Du côté de l'intégrale /, on géométrise facilement le caractère ip à l'aide 
d'un revêtement d'Artin-Schreier (en considérant ijj comme un caractère à 
valeurs dans Q^, où i est un nombre premier distinct de p = car(/c)). En 
revanche, du côté de l'intégrale J, il faut aussi géométriser la fonction k. 
Pour cela, la construction de Kazhdan-Patterson [9j n'est pas très commode 
à utiliser directement et j'ai préféré une méthode plus indirecte, consistant à 
comparer l'extension de Kazhdan-Patterson à celle d'Arabello-De Concini- 
Kac, qui est de nature plus géométrique. 

Arbarello, De Concini et Kac associent à chaque g G Ghr{F) une droite 

Dg = (/\ gO'/gO'' n O") ® (/\ C/gC n 

où /\V désigne la puissance extérieure maximale d'un fc-espace 

vectoriel V (en particulier, pour g G GLr{0) cette droite est canoniquement 

trivialisée) . Cette construction fournit une extension centrale GL^(F) de 
GLr(F) par k*. On utilisera plutôt la droite Ag = I?dct(g) ® -^f 

revient à considérer l'extension GLr^geo{F) = det*(GL]^(F)) — GL^(F) (la 
somme de Baer des extensions étant ici notée additivement). On construit, 
à l'aide de la décomposition de Bruhat, une base ô{g) de A^, ce qui fournit 
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une section Sgeo de GLr,geo(-^)- On rappelle qu'on note C : k* ^ {il} 
caractère quadratique non-trivial. 

Proposition 1.1.1.2. On a x(9i,52) = C ('^91 '^^92 ^fi~^2) ' °^ ^ 
2-cocycle de Kazhdan-Patterson [9]. En particulier, l'extension de Kazhdan- 
Patterson s'obtient à partir de notre extension GL^^geol-P") en la poussant 
par ( 

La fonction k : GLr{0) — )• {±1} est donc ( o k où k est le quotient 
triv/5 de la section triviale par la section Sgeo- Cette construction définit un 
morphisme k : Y{t) — > Gm, qui induit une application k = (o k: Y{t){k) — )■ 
{±1}. 

Soit k une clôture algébrique de k. Soient C^p le faisceau d'Artin-Schreier 
sur Ga associé au caractère ^p et >Cç le faisceau de Kummer sur Gm associé 
au revêtement Gm — ^ Gm^ X iH- et à {±1} C Qf. D'après la formule des 
traces de Grothendieck-Lefschetz, on a : 

lit, a) = Tr(Fr,Rr,(X(t) ®kk,h*^C^)); 

J{t,a) = Tr(Fr,Rre(y(t) Ofc fc, h'l_C^ ^ k*Cç)), 

où ha (resp. h'^) sont des morphismes de X{t) et Y{t) dans Ga (provenant 
du morphisme ■ Nr{F) — > k ci-dessus). 

Le théorème A est alors une conséquence de l'énoncé géométrique sui- 
vant, où on note I{t) = RTc{X{t) 0^ fe, /i^/:^) et J{t) = RFciYit) 0k 
k, h'*aCip ® k*Cq). 

THÉORÈME A'. J{t) ~ T{t) (g) ~ T'{t) où T{t) et V(t) 

sont des Q^-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré v{JY^~\ ai) tels que 
Tr(Fr,r(t)) = i{t) et Tr(FV,r'(t)) = t'(t). 

En géométrisant l'argument de Jacquet [71 p. 145], on a en fait une 
démonstration directe du théorème A' dans le cas particulier oir r = 2 et 
t = diag(ti,t2) avec v{ti) = 1, v{t2) = —1. 

Proposition 1.1.1.3. Le théorème A' est vrai dans le cas particulier ci- 
dessus ; de plus X{t) et J{t) sont alors des Q^-espaces vectoriels de rang 2 
placés respectivement en degré et 1. 

Dans le cas général, on ne connaît pas explicitement (resp. J{t)) 
car la variété X[t) (resp. Y{t)) n'est ni lisse ni irréductible et sa dimension 
est très grande. Suivant une idée due à B.C. Ngo [15] on va les déformer 
pour se ramener à une situation plus simple. 
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Comme dans loc. cit., on obtient ces déformations en considérant plutôt 
des sommes sur un corps global de caractéristique positive. Changeant de 
notations, on note maintenant O = k[u7] l'anneau des polynômes en une 
variable w à coefficients dans k, et F son corps des fractions (dans l'énoncé 
local ci-dessus, on va noter plutôt respectivement F^, et /c^ le corps, 
son anneau des entiers et son corps résiduel). Pour tout x F, on note 
sres(xdîî7) = Ylv£Spm{o) Ti'A:„/fci"es„(a;dtî7) la somme des résidus en tous ses 
pôles à distance finie (oii ky est le corps résiduel de v et res„ est le résidu 
en v). Soit ^ : F ^ le caractère défini par ^(x) = V'(sres(x dro)). Soit 
a = («2; • • • 5 ttr) G ^l^^- On note â := {ur, . . . , «2). Soit 6^ '■ Nr{F) 
le caractère défini par 6a{n) = ^'(^ Yll=2 Q^i'^i-i,»)- Pour tout idéal maximal 
u de O, on note la complété de O selon v, F.^, son corps des fractions, et 
ky son corps résiduel. 

Du côté de l'intégrale /, pour toute place v, on modifie un peu l'intégrale 
/ locale en remplaçant la fonction caractéristique de GLr{Ov) par celle de 
Qi^{Oy) (cf. [ISj), de sorte qu'on obtient la somme 

Ivit,a)= Sl,vin), 

*ntn g Sr(0„) 

011 9a,v{n) = ■ilj{^J2l=2^^k^/k^^^ioiini-i,idiu)) (quand v = ■oj et Ur € O^, 
on retrouve bien la somme locale / (qu'on va noter I^) dans l'énoncé du 
théorème A ci-dessus). Ensuite, pour toute matrice diagonale t à coefficients 
dans F, on définit 

I{t,a)= n (1.1.1.1) 

i;6Spm{C') 

on Iv{t,a) = 1 sauf si v divise 111=1 o-i- Ceci se réduit à une somme finie 

I{t,a)= Y. 

n e Nr(F)/Nr{0) 
*ntn 6 5^(0) 

laquelle est non- nulle seulement si ai, ... ,0,. sont des polynômes. En utili- 
sant la même interprétation que pour la somme locale ci-dessus, on ob- 
tient une donnée géométrique {X{t)^ ha) associée à I{t,a) (resp. des données 
géométriques {Xy{t), ha^^) associées à /i,(t, a)) et on a l'interprétation géom- 
étrique suivante de l'identité (|l.l.l.ip 

Proposition 1.1.1.4. 

RT,{X{t) 0fc k, hy:^) = (g) RT,{X,{t) ®k hl,C^), 

A£supp(t) 



6 



où supp(t) est l'ensemble des racines de ni=i dans k. 

Du côté de l'intégrale J, le problème qui se présente lorsqu'on tente 
d'adapter la démarche utilisée pour l'intégrale / ci-dessus est que la fonc- 
tion Kjqp n'est définie que sur le sous-groupe compact maximal standard 
de GLr^ioc- Pour contourner ce problème, on considère (en remarquant que 
^Nr{Fy)tNr{Fy) n QlriOy) = ^Nr{Fy)tNr{Fy) n GLr{0^) quand Gr G O*) 

Z]n,n'eiv,(F,)/jv,{o„) K„{wQntn')0â,v{wQ'nwQ)9a,v{P'') s\v J(ar, 

Y,n,n'eNr(F,)/Nr(0^) 6'â,î;('Î^O*?^'f«o)^Q,D Sl v\ar, 

où : GLr{Ov) {±1} provient du scindage au-dessus de GLr(0„) du 
revêtement de Kazhdan-Patterson local en v (quand v = tu et Ur O^, 
on retrouve bien la somme locale J (notée dorénavant J^) qui figure dans 
l'énoncé du théorème A ci-dessus). Pour toute matrice diagonale t à coeffi- 
cients dans F, la somme globale en t est en fait définie par 

J{t,a)= Il Mt,a), (1.1.1.2) 

î;eSpm(0) 

oii Jv{t,a) = 1 sauf si v divise Y\i=i o-i- 

En adaptant la géométrisation de la somme local J^, on obtient des 
données géométriques associées à Jy{t,a) qui sont {Yu{t),h'^ .^,K,^,) quand 
V \ ttr (dans ce cas, on a que Ky = ( o k^) et {Yy(t),h'^ ^) quand v\ar. Il 
reste à interpréter géométriquement la somme globale J{t,a). Pour cela, on 
introduit la variété Y{t) dont l'ensemble de k points est 

Y{t)ik) = {(n,n') G iNr{F)/NriO)ffntn G fll,(0)}. 

Cette variété est munie d'un morphisme vers Ga défini par 

1 

h'ain, = 2 H «jsres((ni_i,i + n-_i_Jdro). 

i=2 

La fonction k = Yivta interprétée à l'aide du point de vue géométrique 

sur l'extension métaplectique évoqué ci-dessus. Plus précisément, en asso- 
ciant à chaque 5f G Gr{F) la droite D^^^(^g^{a~^)'S>Dg{a~^)^~^ , où Dg{a~^) := 
{f\0[a-^Y/0[a-^Y n gO[a-^\y ® {gO[a-^Y/0[a-^Y n gO[a-^Y), on ob- 
tient une extension centrale GL,.^gco(i^) de GL,.(F) par k* . A l'aide de la 
décomposition de Bruhat, on définit une section Sgeo de cette extension. 



Jv{t,a) = < 
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de sorte qu'on définit une fonction k globale analogue à celle introduite 
ci-dessus (cette fonction est le produit des fonctions locales, i.e k = 
riwa ^K/kHv)- cette manière, on obtient le morphisme k : Y{t) Gm 
(comme '^Nr.{F)tNr{F) H qI^{0) C *7V^(F)tiV^(F) n GL^(0[a-i])). 

En utilisant la formule des traces de Grothendieck et Leftschetz, on ob- 
tient l'interprétation suivante de l'identité 11.1.1.21 

Proposition 1.1.1.5. 

RT,{Y{t) ®fc k, h'IC^ ® = (g) RT,{Y,{t) ®k k, h'^.C^ ® kIC^), 

A£supp(t) 

oii supp(t) est l'ensemble des racines de ni=i ^* dans k. 

Soient Q^^ la variété affine sur k des polynômes unitaires de degré di et 
Vd = {(ai, ■■■,ar) G nLi Qdi |pgcd(ni=i «i, «r-) = 1} avec d = {di, . . . , dr) 
(la raison pour laquelle on considère cet ouvert est que les sommes lo- 
cales en les places divisant o,. y sont triviales, du côté de l'intégrale / 
comme du côté de l'intégrale J). Soit t = diag(ai, 02/01, . . . , ar/ar-i) tel que 
(oi, . . . ,0^) G Vrf et a = {02, ■ ■ ■ ,ar) G (k*)^'"^. Le couple {X{t), ha) et le 
triple {Y{t), /i^, se mettent en familles de sorte qu'on obtient des variétés 
Xd et Yd de type fini sur k munies de morphismes : Xd x GJ^^ 
Vd X G'-\ fd -Yd^ G:„-i ^ VdX G'-\ hd : Xd x G''-' ^ G,, h'^ : 
Yd X G'-^ ^ Ga et : YdX GÇ~' ^ G„ tels que X{t) et RT,{X{t), h^C^) 
(resp. Y{t) et RTc{Y{t), h'*^C^ <^^*'Cç)) sont respectivement les fibres en t 
de // et de R/i^/i^^^ (resp. de fJ et de Rfl{h'lC^ j^C^)). 

Les fibres de 2^ = R/^/i^£^ (resp. Jd = RfJ\{h'*dC^ (g) k/^Cç) au-dessus 
des points (t, a) tels que le polynôme Y\i=i n'a pas de racine multiples se 
factorisent en produits tensoriels des complexes locaux "simples" considérés 
dans la proposition 11.1.1.31 lesquels sont des Q^-espaces vectoriels de rang 
2 placée en degré (resp. en degré 1). De plus, les points {t,a) de cette 
espèce forment un ouvert Ud de ni=i ^ (G^)'^"^, et les restrictions de 
2d et à cet ouvert sont des systèmes locaux de rang 2'^'^s(rii=i «0 placés 
respectivement en degré et deg(n[^]^ Oj). Les deux restrictions sont reliées 
par un système local Td de rang 1, placé en degré deg(n[^^ ai) au-dessus 
de Ud, géométriquement constant et provenant d'un certain caractère r de 

Proposition 1.1.1.6. Pour d = (di, . . . , dr), Td est géométriquement constant 
et est défini par le caractère r de Gal^y^ : 

l (-1)^^=1 '**qSî=i '^i/^f (-l)Sf=i '^2ï^^(ro,^^)- P{<^2«-d2i-i) si r = 2s + 1, 
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1 si X est impair 
ou p{x) = < . ^ . 

I U SI a; est pair. 

La formule de r vient du fait que le produit des constantes de Weil en 
toutes les places du corps global F est trivial [16j. A l'aide du théorème de 
Chebotarev, le système local Td est géométriquement constant et se prolonge 
alors de manière évidente à x G^^. 

Dans le cas oii d = (1, 2, . . . , r), d'après pLSj, on trouve des présentations 
simples pour {Xd,hd) et pour (Yd, h'^, Kd) (voir les propositions 12.3. 0] et 
I4.3.1.ip qui vont nous simplifier les calculs. On obtient alors le théorème 
suivant (qui peut être considéré comme un analogue global du lemme fon- 
damental de Jacquet-Mao) : 

THÉORÈME B. Pour d= {1,2, ... ,r), Jd = Td®1d- Les deux membres 
de cette égalité sont, à décalage près, des faisceaux pervers isomorphes au 
prolongement intermédiaire de leur restriction à Ud- 

Ce théorème résulte immédiatement du suivant : 

Théorème 1.1.1.7. 1. Le complexe de faisceaux Id[ '^^^2^^ + r — 1] est 
un faisceau pervers, prolongement intermédiaire de sa restriction à 
l'ouvert Ud- 

2. Le complexe de faisceaux J'd[r'^+r—l] est un faisceau pervers, prolonge- 
ment intermédiaire de sa restriction à l'ouvert Ud- 

Le point (1) du théorème 11.1.1.71 s'obtient assez facilement par l'argu- 
ment de [ISl "le pas de récurence", p. 515] en remplaçant GLj par le groupe 
orthogonal associé à la forme quadratique {xi, . . . , Xi) i-)- Yl]=i^'j- 
vanche, on ne peut pas adapter directement l'argument de loc. cit. pour 
démontrer le point (2) car la fonction Kd n'est pas invariante sous l'action 
de GLr-i- Le théorème suivant est le point crucial pour résoudre cette dif- 
ficulté (en remarquant que YdC:^ {y + wldr, y G 0Ïr !pgcd(ni=i CLi{y), «r(y)) 
= 1}, oià ai{y) = det{si{y) + wldi), et où Si{y) est la sous-matrice de y 
constituée des i premières lignes et des i premières colonnes, cf. 12.3.1.21 et 
14.3.1. 1|) . 

Théorème 1.1.1.8. K^{wQ{y + wldr)) est en fait un polynôme en les coeffi- 
cients de la matrice y. De plus on a : Kdi'^^oiu + ■^Idr.))K^(u;o*(y + wldr)) = 
(_l)Er^/(^+i(^+i))result(a,_i(y),a,(2/))7 
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La démonstration de ce théorème repose sur l'interprétation géométrique 
de l'extension de Kazhdan-Patterson évoquée ci-dessus. Ce théorème im- 
plique que K{y) = Ki^{wo{y + zuldr)) est alors un produit de facteurs irréduc- 
tibles de result(ar-i(y), ar-(y)). En faisant agit g € GL^-i par 

y ^ diag(g, iy^ydi&g{g, 1), 

g transforme alors k en la multipliant par une puissance de det{g) (pour 
l'argument détaillé, on renvoie à la démonstration de la perversité de JT^ à 
la fin de la section 4) ; l'extension Gr-i de GLj._i obtenue en extrayant une 
racine carrée de det{g) laisse alors invariant le faisceau !<*Cç et l'argument de 
loc. cit. s'adapte alors en remplaçant GLj par l'extension Gi (le plongement 
Gi '—7' Gj+i est fourni aussi par g H- diag((j(, 1) puisque les deux ont même 
déterminant). 

On verra ensuite comment déduire le théorème A' du théorème B. Les 
complexes locaux obtenus par les factorisations de la proposition 11.1.1.51 
sont d'autant plus compliqués que les multiplicités des racines du polynôme 
131=1 "^i sont grandes. D'après B.C. Ngo ^5j, tous les complexes locaux 
peuvent être obtenu en considérant seulement et J'd, où d= {1,2, ... ,r) 
quitte à remplacer r par r + r' pour r' assez grand. Plus précisément on 
considère la situation suivante (pour simplifier les notations, désormais on 
va supprimer l'indice d) : 

Soit t' G r^(F^). D'après B.C. Ngo \W, prop 3.5.1, p. 505], pour r 
assez grand, il existe t° = diag(a^, 03/0°, . . . , a°/a°__;^), avec (a^,...,a°) G 
V{i,2,...,r){k) tel que I^{t°) ~ Z^(t') et J^{t°) ~ J^{t'). On a a° = a'°a"°, 
où a'° est à racines simples différentes de et oia a"° sont des puissances de 
w. Soient alors d! = (deg(a'°))i et d" = (deg(a"°))î- On fait varier (a-)î et 
{a'-)i en introduisant l'ouvert {V^/ x V^")*^"^* de V^' x V^" au-dessus duquel 
pgcd(]^.^-^ a'-) = 1 et les a'^ sont à racines simples. On a alors un 

morphisme étale ^ : {V^' x V^'i)^^^^ Vd- 

Pour {t', t") = {diag{a[,aya[, a^/a^, diag(a", a'^/a'l, </a"_i)) 
011 {{ai)i, {a'-)i) G {V^t X Vd")'^^^^, on généralise les sommes globales I et J 
ci-dessus en introduisant 

Xi{t',t")= Il Resk^/Mt) et X2{t',t")= ReSfe^/fcX^(t) 

w\a[...a'^_^ w\a'{...a'^_-^ 

(Yi{t',t") et Y2{t',t") sont définies par des formules analogues). Celles-ci se 
mettent en familles quand d[ et df' sont fixées. On définit de cette manière 
des complexes Ti,l2, J\ et J2 vérifiant = T\ ®^T2 et ijl*J = J\ J2- 
En fait X\ et J\ sont des systèmes locaux. De plus, en utilisant la formule du 
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produit des constantes de Weil, on définit un système local 7î (ce système 
local n'est plus géométriquement constant) tel que J'i = Ti (S) Ii ; on pose 

A l'aide du théorème B et des propriétés des faisceaux pervers et du 
prolongement intermédiaire, on obtient que I2 et J'2 sont pervers et pro- 
longement intermédiaire de leur restriction à l'ouvert n*Ud- De plus, on a 
J^2\fj.*Ui = 72|^*i/d OÏ'2|/i*f/d, '^^ '^o'^*^ qu'on a ^2 = Ti (8X2. 

En spécialisant en t = t° on obtient alors le théorème A' . 

Voici maintenant le plan détaillé de ce travail. La section 2 contient la 
définition de la somme locale I.^{t,a) et de la somme globale I{t,a) pour 
tout a € {k*Y~^. On démontre que la somme globale est le produit des 
sommes locales 

I{t,a)= Il h{t,a). 

t;eSpm{0) 

On expose l'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme 
globale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On 
construit aussi le complexe Kf^,h'^£,^ et on démontre qu'il est pervers quand 
d= (1, 2 . . . , r) (voir le point (1) du théorème 11.1.1.7]) . 

Dans la section 3, on rappelle la définition du groupe métaplectique 
local de Kazhdan-Patterson. L'extension de ACK et son scindage au-dessus 
Nr{F-aj) et au-dessus de GLr(Oro) sont introduits en 3.1.2 . La construction 
géométrique du groupe métaplectique à l'aide de l'extension de ACK figure 
dans 3.2.3. On exprime la fonction k locale géométriquement dans 3.1.4. Le 
3.2 contient la définition du groupe métaplectique global et de la fonction 
n globale. On montre dans 3.2.2 que le fonction k globale est un produit de 
fonctions k locales. 

La section 4 contient la définition de la somme locale J-^{t,a) et de la 
somme globale J{t,a) pour tout a G {k*Y~^. On démontre que la somme 
globale est le produit des sommes locales 

J{'t,^)= Y\. "^«(*'^)- 

On expose l'interprétation géométrique de la somme locale et de la somme 
globale et exprime géométriquement la formule de produit ci-dessus. On 
construit aussi le complexe RfJ,{h'^C^Ç^K^Cç). La sous-section 4.3 contient 
l'étude de ce complexe dans Te cas particulier où d = (l,2,...,r). Dans 
cette sous-section figure le calcul de la fonction k dans ce cas particu- 
lier, ainsi que la formule cruciale K^{wo{y + roIdr))K^(tL'o*(y + roldr)) = 
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(-l)ELi'(i+i(»+i))rest(a^(y),ar_i(y)). La perversité de R/]^,(/i'^£^ O k*/:^) 
est montrée à la fin de la section 4. 

Dans la section 5, on donne la formule du facteur de transfert ; dans la 
section 6, on déduit l'énoncé local de l'énoncé global (dans cette introduction 
on a déjà donné une idée de leur contenu). 

Remerciements : J'adresse mes plus sincères remerciements à Alain 
Genestier pour son soutien constant durant la préparation de ce travail. Je 
tiens à exprimer aussi ma profonde gratitude à Bao Chau Ngo pour ses 
remarques. Une très belle formule de ce travail (cf. 14.2. 1.6p été obtenue 
lorsque j'ai eu la chance de travailler avec lui à Chicago. 

2 Intégrale / 

2.1 Somme locale 

Soit k un corps fini de caractéristique p et h q éléments. On fixe un 
caractère additif non trivial •i/' : ^ , où £ est un nombre premier différent 
de p et oii est une clôture algébrique de Q^. On note = l'anneau 
des séries formelles en une indéterminée w et k coefficients dans k, = 
k{{Tu)) son corps des fractions. On notera ^ le caractère de défini par 
î'(x) = Tp{res{xdw)). 

Pour tout a = (02,..., «r) £ (k*)^"^, on note 9a ■ Nr{F-^) 
le caractère défini par 9a{n) = ^(X]i=2 '^«'^«-i,*)- restriction à Nr{OT^) 
étant triviale, il induit une fonction 6a sur Nr{F^) /Nr{0.cj) à valeurs dans 

q;. 

Pour chaque t = diag(ai, 02/01, a.f /ar-i) € Tr{F^), on considère 
l'ensemble fini (cf. \15\ proposition 1.1.2]) 

X^{t){k) = {ne Nr{F^)/Nr{0^)fntn G Sr{0^)}. 

L'intégrale orbitale / de Jacquet-Mao peut s'écrire (cf. [151 P- 484]) 

I^{t,a) = ^ Oa{n). 

L'ensemble X^{t){k) est de manière naturelle l'ensemble des points à 
valeurs dans k d'une variété algébrique X^{t) de type fini sur k. Cette 
variété est munie d'un morphisme ha : X^{t) — )■ Ga défini par ha{n) = 

i'es(I]i=2."î"'î-i,îdw)- _ 

Soit k une clôture algébrique de k. On note X^{t) = X^{t) (g)^ k. Soient 

le faisceau d'Artin-Schreier sur Ga associé au caractère V- D'après la 
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formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a : 

I^it,a) = Tr{Fr,Rr,(X^{t), h^C^)). 

2.2 Somme globale 

Dans le cas général, on ne connaît pas explicitement KTc{X^{t), h'^C^) 
car la variété X.^{t) est trop compliquée. 

D'après Ngo Bao Chau, on va introduire une somme sur un corps global 
qui permettra de se ramener par déformation à une situation plus simple. 
Soient O = k[zu] l'anneau des polynômes en une variable vj à coefficients 
dans k et F son corps des fractions. Pour tout x € -F, on note sres(xdtz7) la 
somme des résidus en tous ses pôles à distance finie (c.à.d. en les points 
de = Spec(C')). On notera ^' le caractère de F défini par ^'(x) = 
ip{sices{xdzu)). Pour tout a = («2, ■ ■ ■ , «r) £ {k*Y~^, on note 6a '■ Nr{F) 
QI le caractère défini par 9ain) = ^iYll=2'^i''^i-i,i)- restriction à Nr{0) 
étant triviale, il induit une fonction 6a sur Nr{F)/Nr{0) à valeurs dans Q^. 
Pour tous t £ Tr{F) et a G {k*Y~^, on construit un couple {X{t),ha) de 
manière analogue à [Ml proposition 3.1.1] où X{t) est une variété de type 
fini sur k dont l'ensemble des A;-points est 

Xit){k) = {ne Nr{F)/Nr{0)\*ntn £ Sr{0)}, 

munie d'un morphisme ha{n) = X]i=2 aiSres(nj_i^jdtZ7). L'intégrale orbitale 
/ globale est alors : 

I{t,a)= ^°(")- 

neX{t)(k) 

Pour toute place v, on note Oy le complété de O en v, Fy son corps des 
fractions, et ky son corps résiduel. On note Uy l'image de n dans Nr{Fy)/Nr{Oy). 
Pour t = diag(ai, . . . , ^j^) € Tr{Fy), on introduit la variété de type fini 
dont l'ensemble de k points est 

Xy{t){k) = {ne Nr{Fy)/Nr{Oy)fntn G Sr{Oy)}. 

Cette variété est munie d'un morphisme ha,y{n) = X]i=2 '^îtr,tt,/fc(i'6s(nj_i^j)). 
Lorsque v = w et t £ Tr{F^) on retrouve bien le couple {X.^{t), ha^^). 
L'intégrale orbitale / de Jacquet-Mao en la place v est : 

Iv{t,a)= ^ 6a{ny), 

ny&Xy{t){k) 

OÙ 6a{ny) = '0(Ei=2"iti'fc./fc(res(ni_i,i)))- 
On note supp(t) = Spm(0/ ]^[~-|'^ ai). 
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Lemme 2.2.1.1. Si v ^ supp(t), alors Iv{t,a) = 1. 

Démonstration. D'après [15, corollaire 1.1.5], X^(t){k) est réduit à l'élément 
n = Idr (car Oj € O* Vi € {1, . . . , r — 1}), de sorte qu'on a Iv{t,a) = 1. □ 

La somme globale est reliée aux sommes locales par la formule de produit 
suivante (cf. [Hl proposition 1.3.2]) 

I{t,a)= Yl (2.2.1.3) 

?;€supp(t) 

On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k à k. On 
peut définir les couples {X{t), ha) et {Xy{t), ha,,;), où v € Spm(C'). On note 
encore supp(t) = Spm{0 / YYÎZi (^i^) -On a alors la forme cohomologique 
suivante de 12.2.1.3] (cf. [TÏÏl corollaire 3.2.3]) : 

Rr,(x{t),h*aC^)= (g) Rr,(x,{t),hi,c^). 

i)£supp(t) 

Supposons t = diag(ai, . . . , -^f^), où les sont des polynôme uni- 
taires dont on fixera les degrés di = deg(aj). Soient Qd^, la variété affine sur k 
des polynômes unitaires de degré di et Qd = Y\i=i Qdi avec d={di,...,dr). 
Le couple {X{t), ha) se mettent en famille de sorte qu'on obtient une variété 
Xd de type fini sur k munie de deux morphismes : X^xGJ^^ — ?> QdxGJ^^ 
et hd : Xd X — )• Ga tels que X{t) et RT c{X (t) , haC^) sont respecti- 
vement les fibres en {t,a) G {Qd x Gl~^){k) de et de Rff^h*^C^. Plus 
précisément : 

Lemme 2.2.1.2. (cf. |l5i proposition 3.3.1]) 

1. Pour tout d G N*" le foncteur Xd qui associe à toute /c-algèbre R l'en- 
semble 

Xd{R) = {5 e Sr{0 ®k R)\àei{gi) G Qd,{R)}/Nr{0 ®k R), 

où gi est la sous-matrice de g faite des i-premières lignes et des i- 
premières colonnes de g, est représenté par une variété affine de type 
fini sur k, qu'on note aussi Xd- Soit 

f^:XdX g:;;' ^Qdx g:;;' 

le morphisme défini par /^(5,a) = ((ai)i<i<r-, q) oià = det{gi). 
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2. Pour tout i avec 2<i<r, l'application hi : SriO^kR) x {R*)'''^ R 
définie par 



res 



V 



{9i,l, ■ ■ ■ , 9i,i~l)0'i-l9i\ 



\ 



/o\\\ 



où aig^ ^ est la matrice des cofacteurs de gi, lesquels sont dans Or := 
O (g)fc iî et ou res(a^_j^6) est le coefficient de tu'^* ^ ^ dans l'expression 
polynomiale en la variable w du reste de la division euclidienne de 
h par ai-i (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient 
dominant de ai-i est égal à 1), induit un morphisme hi : x GJ^^ 

3. Soit hd = Yl^i=2 ^i- Alors pour tous t G Qdik) et a G GJ^^, le couple 
{X{t), ha) est isomorphe à la fibre {fd )~^{t,(l) munie de la restriction 
de hd à cette fibre. 



2.3 Le cas d = (1,2, . . . ,r) 

Soit Ud l'ouvert de ni=i Qi ^ {^mY^^ formé des couples (t,a) tels que 
le polynôme YVi=i (^i n'ait pas de racines multiples. 

Théorème 2.3.1.1. Pour d=(l,2,...,r)le complexe de faisceaux 
^fd\^d^'^[ ^^^2^^ +r — 1] est un faisceau pervers, prolongement intermédiaire 
de sa restriction à l'ouvert Ud- 

On rappelle que Sr désigne l'espace affine des matrices symétriques de 
taille r. 

Proposition 2.3.1.2. (cf. [TSl proposition 4.2.1]) Pour d= (1,2,... ,r) le 

triplet {Xd, f'd :hd) est isomorphe au triplet {Sr,f^,h) où le morphisme 
-.SrX g;;,-! ^ ni=i Qi x '^m^ est défini par 

f^{x,a) = (ai(x), . . . ,ar{x),a), 

où aj(x) = det(si(x)+ci7ldi), Si{x) étant la sous-matrice faite des i premières 
lignes et des i premières colonnes de x, et où le morphisme h : Sr ^ G^^ — )• 
Gq est défini par 

r 

h{x,a) = y^aiXi_i^i. 

1=2 
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Démonstration. Soit R une /c-algèbre. On note Or := O ®k R = R[vj]. 

On montre d'abord que l'on peut réduire toute matrice g € Sr{Ofi) dont 
le déterminant de la sous-matrice Si{g) est un polynôme unitaire de degré i à 
une matrice de la forme x+widr , avec x une matrice symétrique à coefficients 
dans R, par récurrence sur r. L'assertion est évidente pour r = 1. D'après 
l'hypothèse de récurrence, on peut supposer que Sr-i{g) = x^-i + roldr-i 
(à l'aide de l'action du groupe iV^-i, qu'on voit comme le sous-groupe de 
Nr formé des matrices unipotentes dont les coefficients non diagonaux de la 
r-ième colonne sont nuls). On écrit 

/s,._i(5-) y\ 

oià y est un vecteur colonne appartenant à Oj/'^ et z un élément de Or. 
Comme pour toute matrice x à coefficient dans R le -R-module Or^ se 
décompose en une somme directe R^ ÇB{x + wldr)OR^ , (cf. pSl lemme 4.1.2]) 
il existe un unique vecteur v tel que y + Sr-i{g)v G R^~^ . En considérant 

la matrice = ^^"^q"^ ^ alors *Uj.gUj. = x + roldr, oîi x est une 

matrice symétrique à coefficients dans R. De plus, si x + rold^ = on a 
nécessairement sres(nj_i^j) = Xi-i^i. □ 

Soit Si la variété affine des matrices symétriques de taille i. On définit 
les variétés Ri en posant Rr = Spec^k) et Ri-i = Ri x Qi x Gm- Soit 

: Gm X Si X Ri ^ Si-^i X Ri-i le morphisme défini par {ai,Xi,ri) = 
{si-i{xi),ri-i), où ri_i = {ri, Ai{xi),ai). Soit hi : Gm x Si x Ri ^ Ga le 
morphisme défini par hi{ai,Xi,ri) = aiXi-i^i. Soit pr^ : Gm x Si x Ri ^ 
Si X Ri la projection évidente. On définit les complexes 2j sur Si x Ri en 
posant Ir = Qe[ ^^^2^^ ] et li-i = Rf^^{Xi (g) h*C^) (voir loc. cit.). On a un 

isomorphisme 5i X iîi ~ QdxG^^ pourlequelXi ~ 'Rf^^h*^C^[ ^^^^^'' +r — 1]. 

On note Oi le groupe orthogonal de degré i de la forme quadratique 
q{xi, . . . ,Xi) = Yl]=i ^j- Ce groupe agit dans Gm x Si x Ri par l'action ad- 
jointe sur Si et par l'action triviale sur les autres facteurs. On identifiera le 
groupe Oi_i au sous-groupe diag(Oî_i, 1) de Oj de sorte que Oi_i agit aussi 
sur Gm xSixRi par l'action induite. Comme l'action adjointe laisse invariant 
le polynôme caractéristique, le morphisme est Oj-i-équivariant. Le mor- 
phisme hi n'est pas Oj-i-équivariant mais est néanmoins Oi_2-équivariant. 
Le théorème 12.3.1.11 résulte alors de la proposition suivante 

Proposition 2.3.1.3. (cf. [TÏÏl proposition 5.2.2]) Soient Ui et Ui-i les 
images réciproques de Ud dans Si x Ri et dans Si-i x Ri^i. Si Z est un 
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faisceau pervers sur Si x Ri, Oj-i-équivariant et isomorphe au prolonge- 
ment intermédiaire à restriction à l'ouvert Ui, alors 

I' = Rfi^il^h*C^)[l] 

est aussi un faisceau pervers sur x iîj_i, Oj_2-équivariant et isomorphe 
au prolongement intermédiaire de sa restriction à l'ouvert Ui-i. 

Démonstration. Les morphismes qui interviennent dans la formation de I' 
sont tous Oi_2-équivariants donc I' l'est aussi. 

On utilise la transformation de Fourier-Deligne ([Hj) pour démontrer 
la perversité et le prolongement intermédiaire. Soit E = Si x Qi x Ri. Il 
est clair que E x — Si^i x Ri-i. Soient V le fibré trivial E x A*~^ 
et V'^ son fibré dual. On note l : Si x Ri ^ V l'immersion fermée définie 
par i{xi,ri) = {xi-i,ai{xi),ri,y), où Xi est de la forme (^^t'^ On note 

e : E X Gm — > V"^ l'immersion fermé définie par e(e, ai) = (e, *(0, . . . , 0, ai)). 
On vérifie que X' = e*5^^(i*X)[2 — i] (cf. [TÏÏl proposition 5.3.2]), oii est 
la transformation de Fourier-Deligne. Puisque I est un faisceau pervers et l 
est une immersion fermée, i*Z est un faisceau pervers. D'après [TT], ^^{l^I) 
en est un aussi. L'action de Oi-i sur Si x Ri s'étend à y de la manière 
suivante : 

■ïï{g, (xi^i,ai,ri),y) = {i^gxi^ig,ai,ri),^gy). 
Cela induit donc une action sur V'^ 

Tï{g, {xi-i,ai,ri),y) = {{^gxi^ig,ai,ri),^gy). 

Par rapport à cette action, est Oi_i-équivariant. On va utiliser le 

lemme suivant 

Lemme 2.3.1.4. (cf. [15. lemme 5.4.3]) Le morphisme composé 
Oi_i xEx G™^^ Oi_i X yv 

est un morphisme lisse de dimension relative -^^-^-^ + 1 — {i — 1). 

Démonstration du lemme. On note Z l'image de l'immersion localement 
fermée e dans V"^ . Le morphisme composé s'écrit donc : 

o,_i X Z 4 y"^. 
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En oubliant les composantes Qi et Ri on obtient un diagramme cartésien 
évident 

Oi_i X Z î ^ 



Oi_i X X Si-i ^ 5,_i X A^-i 

oii ,Ç(5i_i,ai,Xi_i) = (*5'i_iXi_i5'i_i,5i_i*(0, . . . ,0,0^)). 

En factorisant le morphisme Q et oubliant le facteur S'î_i, l'assertion se 
ramène à démontrer que le morphisme 

0,_i X ^ A*"\ {gi-i,ai) ^ {g^-l\0, . . . , 0, a^) 

est lisse et de dimension relative -^-2~^ + 1 — (î — 1). Cela résulte de l'assertion 
suivante : "L'orbite de l'élément *(0, . . . , 0, 1) G A*~^ sous l'action du groupe 
Oi_i X Gm sur A*^-*^ définie par 

est l'ouvert défini par l'équation *î/î/ 7^ 0." Cette assertion est évidente. 

Fin de la démonstration. D'après |3, 4.2.5], 7r*(J^(/,*Z))[^^^2~^ + 1 ~ ~ 1)] 
est un faisceau pervers sur Oj-i x Z. Grâce à la Oj_i-équivariance on a un 
isomorphisme 

7r*(5^^(t*X)) = pv*z{^^{L*I)\z)- 

D'après loc. cit. ^^{t^Z)\z[^ ~ ~ 1)] ^st un faisceau pervers sur Z, la 
projection pr^ : Oj-i x Z —?■ Z étant clairement un morphisme lisse surjectif 
de dimension relative dim(Oj_i) = ^^^2~^- Alors I' est un faisceau pervers 
sur Si-i x Ri-i . 

De la même manière, I' est le prolongement intermédiaire de sa restric- 
tion à Ui-i. □ 

3 Le groupe métaplectique 
3.1 Le groupe métaplectique local 

3.1.1 La construction du groupe métaplectique local (cf. [9]) 

Soit k un corps fini de caractéristique p ^ 2 et k q éléments. On note 
O-!^ = k[[w]] l'anneau des séries formelles à une indéterminée zu et à coeffi- 
cients dans k, = k{{w)) son corps des fractions. 
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Dans [9] le groupe métaplectique GL^ est construit comme une extension 
centrale non-triviale du groupe Ghr{F^) par {±1} 



{±1} -GL,(F^ 



1 . 



L'extension GLr{F^) est définie par une loi de groupe sur le produit 
GL,(F^)x{±l} 

{9,z){g',z') = {gg',zz'x{g,g')), 
où X 6st un certain 2-cocycle, ce qui veut dire qu'il vérifie l'identité 

x{g' , g")x{gg' , g")~^x{g, g' g")x{g, g'r^ = i, 

qui traduit l'associativité de la loi de groupe. 

Proposition 3.1.1.1. (cf. [9, Proposition 0.1.2]) L'extension centrale GLr{F^) 
est scindée au-dessus de GLr(C'ro)- 

On a une section canonique k* de l'extension GLr{F^) au-dessus de 
GLr(Oro) qui s'écrit K*{g) = {g,K{g)) pour une certaine application 

K : GL,(0^) ^ {±1} 

qui satisfait les relations suivantes (c.f [12|, lemme 2]) : 

1. K\T^(F^)nGLr(0^) = i^lwr = 'î|iV,(F^)nGL,(o„) = 1 (ceci détermine k de 
manière unique). 

2. K{gig2) = K{gi)K{g2)x{gi,g2) (51,52 e GLr(O^)). 



3. K 



gi 



52 



51 



52 



/î(5i)'î(52) 



51 



52 



G GU{0^ 



Dans le cas r = 2 Kubota ([101 p. 19]) a montré que 

, C 0, C 



dot (g) 



5 



a h' 
(c = ou c e O* 



011 [., .] est le symbole de Hilbert. 

En remplaçant le symbole de Hilbert par le symbole modéré dans la 
définition de x (on note encore x le cocycle ainsi obtenu) , on obtient une ex- 
tension G\-ir,Kp{Fvj) de GLr(-Fro) par k* . Le symbole de Hilbert peut s'expri- 
mer en termes du symbole modéré, de sorte que cette extension Ghr^KpiF^j) 
permet de retrouver celle ci-dessus. 

Le nouveau 2-cocycle x est bien défini par la proposition suivante. 



19 



Proposition 3.1.1.2. p. 112]) Soit g G GLr{F^). D'après la décom- 
position de Bruhat, on écrit g = nimn2, où ni, n2 G Nr et m £ TrWr{F^) 
(m est uniquement déterminé). On note B{g) = m. Soit {., .} le symbole 
modéré, i.e. {/,c/} = (-l)''^^)''^^) ^(0). On a alors : 

1. x{t,t') = ll{ti,tr}, 

i<j 

oùt = diag[tj] et t' = diag[t-]. 

2. x{'w,w') = 1 {w,w' €Wr). 

3. x{t, w) = i {weWr,te Tr{F^)). 

4. x(a, t) = tt+i}-^{-l, -^}{-l, det(t)}, 

oii a est la matrice de la transposition + 1). 

5. x{ng,g'n')=x{g,9') {n,n' e Nr{F^)). 

6. x{t,9)=x(t,B{g)) (teTriF^)). 

7. La formule de loc. cit. cr{sa,g) = cr{R{sag)R{g)) doit en fait être cor- 
rigée en x{o(i9) = x{B{ag)B{g)~'^ , B{g)), comme on le voit en la com- 
parant avec la construction de Matsumoto du groupe métaplectique 
dans m p. 40]. 

Pour comprendre géométriquement l'extension GLkp{F-uj)-, on la com- 
pare à une autre extension due à Arbarello, De Concini et Kac (ACK), dont 
la définition est plus géométrique. 

3.1.2 Le symbole {A\B) (cf. [T]) 

Soit V un /c-espace vectoriel de dimension finie. On note f\V = /\'^™^(y) 
la puissance extérieuse maximale de V . Soient (vi, . . . , Vm) une base de V et 
(f^ , . . . , f^) sa base duale. L'élément fi A • • • AUm est une base de /\ F et on 
normalise l'identification (/\ V)* ~ /\ F* de telle sorte que (f i A • • • A Vm)* = 
vl A • • • Av^ soit sa base duale. 

Proposition 3.1.2.1. Soit ^ V ^ V" ^ V' ^ une suite exacte 
d'espaces vectoriels de dimension finie. On a des isomorphismes canoniques 

^(V,V') : /\V /\V' ^ /\V" ; 
4>iV',V):/\V'^/\V^/\V", 

définis par 

(j){V, V'){vi A ■ ■ ■ A Vm v'i A ■ ■ ■ A v'n) = vi A ■ ■ ■ A Vm A v[ A ■ ■ ■ A v'n, 
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<p{V', V){v[ A • • • A î;^ (g) «1 A • • • A v^) = f ^ A • • • A A Wi A • • • A Vm, 

où (fi, . . . , Vm) (resp. {v'i, . . . , v'^)) est une base de V (resp. de V') et v[, . . . ,v'n 
sont les préimages dans V" de v[, . . . ,v'j^. 

D'après Deligne ([!]), pour éviter les problèmes de signes, on va considérer 
f\ V comme l'espace vectoriel gradué /\'^'™(^) V placé en degré dim V, qui 
est muni un isomorphisme de symétrie 

/\V /\V' ^ /\V' ® /\V 

parla règle de Koszul (l'isomorptiisme évident est multiplié par (_i)dim v. dimV" -j^ 
La suite exacte O^V^V®V'^V'^0 donne alors un diagramme 
commutatif : 

l Koszul 

MV'(BV)^^^f\V'^f\V 

on r isomorphisme /\{V (B V) ^ A(^' ® ^) vient de l' isomorphisme de 
symétrie V eV ®V 

Définition 3.1.2.2. Soient V un espace-vectoriel et A, B deux sous-espaces 
de V. On dit que ^ et i3 sont commensurables (et on note A ^ B) si et 
seulement si dim (^qf) ^ 

On s'intéresse au cas oii y = et A, B sont deux O^-réseaux. Il est 
clair que A ~ i?. On a donc dim(^/^ n i?) < oo et dim{B/A nB) < oo. 

Définition 3.1.2.3. Soient A,B deux O^-réseaux. On définit la droite 
{A\B) = (/\ A/ A n s) * » (/\ B/A n s) . 

Clairement {A\B) ^ {B\A) ~ k, et si A = B, on a {A\B) ~ k. 

Proposition 3.1.2.4. Soient A,B,C,D des O^-réseaux. 
- On a un isomorphisme de permutation évident 

{A\B)(^{C\D) ^ {C\D)®{A\B). 

Pour éviter le problème de signe, on va voir (^|-B) comme une droite 
graduée placée en degré [A : B] = dim(^/^ H B) — dim{B/A H B), et 
on redéfinira l'isomorphisme de symétrie : 

{A\B)(^{C\D) ^ {C\D)0{A\B), 
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en multipliant le morphisme évident par (— (règle de Kos- 
zul). On notera Sym* l'isomorphisme de symétrie ainsi obtenu. 
— On a un isomorphisme canonique de contraction 

P : iA\B) ^ {B\C) ^ {A\C). 

On renvoie à ([1, §4]) pour la construction /3 à l'aide de l'isomorphisme 
(j) de la proposition 13.1. 2.11 

3.1.3 L'extension de ACK 

Lemme 3.1.3.1. Soient g € GLr{F^) et L un O^-réseau. Il existe alors un 
isomorphisme canonique : 

Démonstration. L'isomorphisme 7 est défini par le diagramme commutatif : 
{L\gL) ^ iL\gL) {O^L) ® {L\Ol) 

' Sym* 

{Ol\L)®{L\gL)fâ{L\Ol) 
{O'JgOD —r {Ol\L) {L\gL) {gL\gOl). 



□ 

Arbarello, De Concini, Kac associent à chaque g € GLr(i^ro) une droite 
Dg := (Ol^lgOl^). Cette contruction fournit une extension centrale de GLr{F^ 
par k* 

l^k* ^ GlUf^) ^ GL,(F^) ^ 1. 

Le groupe GL^(Fto) est formé des éléments 

{{g,v)\g G GLr{F^), V e Dg - {0}} 

et est muni de la loi de groupe (cf. [IJ pour la vérification de l'associativité 
et de l'inverse) définie par l'isomorphisme de multiplication : 

Dg Dg, ^ {OUgOD ® {gOUgg'Ol,) A Dgg,. 
La restriction de cette extension à S\jr{F-^) est celle de Beauville-Laszlo [2]. 
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Remarque 3.1.3.2. Soit k' une extension finie de k. On note O'^ = k'[[vj]] 
et son corps de fractions. On a aussi une extension de ACK 

1 ^ (A,')* ^ gl;(f;) ^ gl,(f;) ^ i, 

comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier oii k' = k. En poussant 
cette extension via le morphisme de norme N^j^, : k'* ^ k on obtient une 

extension métaplectique de GL^(F4) par k* : 1 ^ k* ^ 7V^,GL^(F4) 
GLr{F^) — )• 1. Cette extension est aussi obtenue en associant à chaque 



g G GL,.(F4) la droite D'g 
comme fc-espaces vectoriels). 



où. et gO^ sont vus 



D'après la définition de Dg, on a D{g) ~ /c , Vgi G GLr{0^), de sorte 
que cette extension est scindée canoniquement sur GLr(C'ro), i-e on a le 
morphisme de groupes 

GL,(0„) ^GL;,(0^) g^{g,l), 

où 1 désigne le préimage dans Dg de 1 S A; par l'isomorphisme canonique 
Dg'^k, ygeGLriO^). 

Lemme 3.1.3.3. Soit n € Nr{F^), il existe alors un O^-réseau M tel que 
nM = M. 



Démonstration. Supposons que n 



1 ni ni 
1 n§ 



. On considère le Ol 



réseau M de la forme M = diag(/3i, . . . , /3r)0^. On a alors 



uM 



\ 



/3ra 



On choisit les /3j € de telle sorte que à w(/3j_i) <C ^(A) , Vi = 2, . . . , r. 
Cela implique /SjO^ + X]j=i+i f^^f^j^vj = ACro > Vi. On en déduit : nM = 
M. □ 



Lemme 3.1.3.4. Soient M, M' deux O^-réseaux tels que nM 
nM' = M'. Le diagramme 

( 13X311 



M et 



{M\nM) 



{M'\nM') 
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est alors commutatif. 

Démonstration. On peut supposer que M' C M (comme on le voit en 
considérant le réseau AI" = M D M", qui vérifie lui aussi nM" = M"). 
L'assertion résulte immédiatement du fait que l'automorphisme (M'\M) 

^ {nM'\nM) = (M'|M) est l'identité. Ceci résulte du fait que l'automor- 
phisme xn de M /M' est unipotent. □ 

D'après le lemme I3.1.3.31 on peut choisir un O^-réseau M qui satis- 
fait nM = M, ce qui induit un isomorphisme Dn — k (qui est l'isomor- 

13 1.3 11 can 

phimse composé de '—^ ' {M\nM) et de {M\nM) ~ k). On note 

0„ l'image réciproque de 1 € A; dans Dn par cet isomorphisme. A l'aide du 
lemme [3.1.3.41 on voit que c)„ ne dépend pas du choix de M. 

Lemme 3.1.3.5. La fonction : Nr{FT^) — > N^{F-^) n i-> (n,t)„) est 
un morphisme de groupes, i.e l'extension de ACK est scindée au-dessus de 

Nr{F^). 

Démonstration. Soient n, n' € Nr{F.^). On choisit M = diag(/3i, . . . , /3r)0^ 
tel que v{/3i) < u(/3i+i), de telle sorte que : nM = n'M = nn'M = M. 
Le lemme résulte immédiatement de ((O^jM) {nM\nO^)) ^ ((O^jM') 

(nM'InO^)) ~" {{Ol,\M) (g) {nn' M\nn'Ol,)) (à l'aide de l'isomorphisme 
canonique Dn ~ ((O^jM) (g) (nM|nO^)) du lemme [3.1.3.11 ici avec g = 
n). □ 

3.1.4 Construction géométrique du groupe métaplectique 

En utilisant la construction de ACK ci-dessus dans le cas r = 1, on 
obtient aussi une extension centrale 

l^k* ^ Gl[{F^) ^ GLi(F„) ^ 1. 



/ 



On note det* {GL^(F^)) l'image réciproque de cette extension par le mor- 
phisme de déterminant det : GL,.(Fro) — ?• GLi{F.^). Dans le groupe d'exten- 
sions H'^{GLr{F-^), k*) (dont la loi de groupe sera notée additivement), on 

considère la classe d'équivalence det*(GL^(FTO)) — GL^(Fro). C'est la classe 
d'équivalence de l'extension 

GL,,geo(F^) = {{g,v)\g G GL,(F„), v e Ag - {0}}, 

oià l'on note = -Ddct(g) ^ ^\ Les scindages de GL^.{F.^) au-dessus de 
A''^ et Kr définissent encore des scindages de GLr^geo(-Fro) au-dessus de Nr 
et Kr. 



24 



Remarque 3.1.4.1. Comme pour l'extension ACK, soit k' une extension 
finie de k. On note O'^ = k'[[vj\[ et F!^ son corps de fractions. On a aussi 
une extension métaplectique géométrique 

1 ^ {^k'Y ^ GL,,geo(i^4) ^ GL,(F4) ^ 1, 

comme celle définie ci-dessus dans le cas particulier ori k' = k. En poussant 
cette extension via le morphisme de norme Nj^i : /c'* — )• /c on obtient une 

extension métaplectique de GLr(F4) par k* : 1 ^ k* ^ A^*GL,.^geo(-F4) ~^ 
GLr(F4) — 7- 1. Cette extension est aussi obtenue en associant à chaque 
g e GL,(F4) la droite = D'^^^^^^ ®k D'f-\ 

Théorème 3.1.4.2. GLj.^geo(-^ro) et GLr,A'p(i^ro) sont isomorphes. 

Pour montrer ce théorème, on va construire une section ensembliste Sgeo : 
GLr(Fuj) — >■ GLr^geo(i^ro). Ensuite on associera à cette section un 2-cocycle 
Xgeo : GLr{F^) X GLr(F^) k*, défini par 

(ldr,Xgeo{g,g')) = Sgeo{g)Sgco{g')/Sgeo{gg')- 

Le théorème 13.1.4.21 résultera de l'énoncé plus précis 

Xgeo{g,g') = x{9,g')- 

Construction 3.1.4.3. {La section ensembliste s' : GLr(Fro) GL^(Fto)). 

Soient (ei)i la base canonique de et (e*)i sa base duale. On note 
vjI = vo^ei et wl* = vu^e*. Soient t = diag(ti, . . . ,1^) G Tr{F^) et w G Wr- 
Soit n > € 2Z tel que tz;"©^ C n twO"^, par définition on a un 
isomorphisme canonique 

A. = mtwO:^) = {OUtOD ~" {l\Ol/w^Oiy {l\tOl/rij^Ol). 

On choisit (Ai=i Aj=i )* ® Ai=i A'jZl(t ) comme base du facteur 
de gauche et on note dtw son image réciproque dans Dfw par l'isomorphisme 
ci-dessus. L'élément dtw ne dépend pas du choix de n. En pratique, on no- 
tera "=" au lieu de l'isomorphisme canonique, i.e dtw = (Ai=i Aj=i "^D* 

Ar A n— 1 7 
i=i Aj=„(t,)î^ï- 

Soit g G GLr(-Fro)i à l'aide de la décomposition de Bruhat, on a, g = 
nB{g)n' . En utilisant le scindage au-dessus de Nr{F^) de l'extension de 
ACK et l'isomorphisme de multiplication, on obtient l'isomorphime cano- 

CCITI CCL71 

nique ~ Z^^l-^) (c'est l'isomorphisme composé de Z^^ ~ Dn^D^f^g-^'^Dn' 

CCLTl CQiTl 

et de Dn ® -Cs(g) <^ -^^n' — k D^^g) (8) — D^^g))- On note t)g l'image 
réciproque de '^B{g) ^ ^B{g) dans Dg par cet isomorphisme. 
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Lemme 3.1.4.4. dg ne dépend pas du choix de l'écriture g = nB[g)n' . 

Démonstration. On suppose que g = niB{g)n[ = n2B{g)n'2- On note 0* {i = 
1, 2) l'élément de Dg défini comme ci-dessus relativement aux deux écritures 
de g. D'après la définition, on a t)^ = c)„. (g) 1)5(3) ® ^n-'.- 

On a t)i = t)2 4^ 5^-1 ®^B(g) = ^B{g)®^n'^®'^t^^- Comme gn est 
un morphisme de groupes (cf. le lemme [3.1.3.5p . on a f^j"^ ® ^"1 ~ ^n~^rai 
et î)„/ (8) f®"^ = 5 / /-i. On note n = nr"*^?!! et n' = nLn'V^. Le lemme 
résultera immédiatement du fait que l'image de î)„ (8> fiiu dans Dntw par 
l'isomorphisme canonique ^ Dtw — > -Ont^^, et celle de Dj^ (g) c)„' dans 
Dtwn' par l'isomorphimse de Dtw ® Dn> — > -Dtwn' sont identiques quand 
ntw = twn' , ce qu'on va maintenant démontrer. Plus précisément on va 

can can ■ ■ i 

montrer que 1 automorpnisme Dntw — Dtw — Dtwn' est trivial. 

Soit M = diag(/3i,...,/3,.)0^ tel que v{f3i) < v{/3i+i) (de telle sorte 
que nM = n'M = M). Comme ntw = twn', on a ntwM = twn' M = 
twM. Comme dans la démonstration du lemme I3.1.3.4t l'automorphisme 
{M\twM) ^ {nM\ntwM) est trivial. On note « 7^ une base de {M\twM) 
(donc u = {xn){u)) et v ^ ^ une base de {0^\M). D'après la définition 
l'image de u dans Dntw par l'isomorphisme canonique {M\twM) ~ Dtw — 
Dntw est l'image de u (g) (xn)(u) (g) {xntw){v*) G (0^|M) (g) {nM\ntwM) (g 
{ntwM\ntwOlj) par l'isomorphisme de multiplication. De même, l'image de 
u dans Aw est l'image de f (g n (g {xtwn'){v*) € (O^jM) (g {M\twM) (g 
(tt(;n'M|tt<;n'0^) par l'isomorphimse de multiplication. Par ailleurs, comme 
ntw = twn' et u = ( x n) (u) , on obtient (g ( x n) (n) (g ( x ntw) (v*) = v (g u (g 
{xtwn'){v*), ce qui achève la démonstration du lemme. □ 

La section ensembliste s' : GLr{F-^) — > GL,^{F.^) est alors définie par 
s' {g) = {9,'!)g)- On note ^{g,g') := s' (g) s' {g') /s' {g g') le 2-cocycle associé 
à s'. On note £)g * î)g' l'image de dg (g 0^' dans D^^/ par l'isomorphisme de 
multiplication Dg (g Dg' — > Dgg/ . 

Lemme 3.1.4.5. L x'it,t') = (-l)E.<. ff ( ] (0) 

i=l 

o\it = diag(ti)j et t' = à.mg{t'^)i. 

2. x'{w,w') = 1 {w,w' G Wr). 

3. x'{t,w) = 1 (u; G PF„ t G r^(F„)). 

4. y(a,t) = (-l)''(*^)''(*^+i) 

où a est la matrice de la permutation + 1) et t G Tr{F.^). 
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5. x'ing, g'n') = x' (n, n' G Ar,(F^)) 

6. x'it,g)=x'it,Big)) {teTr{F^)) 

Démonstration. 1. On rappelle la définition du morphisme canonique de 
multiplication sur Tr{F.aj) : 

Dt ® Dt, ^ {Ol\tO^J {tO^tt'Ol) Du'. 



Soit n G 2Z tel que n > m.s;x.{v{ti),v{t'j),v{ti) + v{t[)} , Vi On a 
tOl,/wHOl^ = ®\^itiO^/wHiO^. Cela nous donne une base 
de tOl^/w^O^, où i varie de 1 à r et oii j varie de v{ti) à n— 1 + 

(- -i 1=1. ..r (- .-| 1=1. ..r 

La matrice de passage de tu^ > à < tw^- > est 

L M j=^(ti)...n-l+î;(ti) L Mj=0...n-1 
la matrice carrée Mat = diag(Matj) de taille nr, où 



Mat,; 



^(0) * ■•• 



V 



de taille n. 



;è^(0)/ 



On a aussi tt'Ol^/wHO^ = ©[^^iit^Oro/ro"*!©!;;. Cela nous donne une 



{■ -| i=\...r 
w\ \ de tt'Ol^/wHOl^. La matrice de passage 



I j=v{titr)...n-l+v{ti) 

i=l...r 



{■ -j t=i...r (- . -j i=l...r 

vuj > a < tw-l \ est la matrice carrée 

J i=î'(t»i;)...n-H-î;(ti) l J i=D(tO. ..n-l 

Mat' = diag(Mat ■) de taille nr - Yh^^ v{t'^), où 



Mat',; 



V 



(0) * ... 



de taille {n — v{t[)). 



On a (on se contente de faire le calcul dans le cas où v{ti) > 0, le cas 
général étant laissé au lecteur) : 



r n— 1 



/ r n— 1 



r n— 1 



/ r n— 1 



5**^*' = (AA^O ®A A AA^^O ®A A 

\i=i j=i y i=i j=«(t;) 



\i=l3 = l 



i=li = u(ti) 
r n— 1 



= AA-0 ®A A 



i=ij=î,(tj) 



det(Mat) 



A A 

11=1 j=«(ti) , 
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i=lj=v(t'.) 

= (aa^;)« ' (a a « 

r n— 1 

®A A 

*=l3=v(t<) 

- (aH« ' '.e,M..) (a a » 

r n-l + tj(ti) 

(g) det(Mat') A A 

i=l j=v(tit[) 

(_l)Ei<j("-''(*j))''(ti)(_l)Ei<i(n-î'(*3t;))^(ti) det(Mat') 
~ det(Mat) 



X 



/ r n— 1 \ * r n— 1 

AA-n ®A A 

^ det(MatÔ . 



= (_l)E.<.''(*i)''('^)TT 

^ ^ fi det(Mat'l 



4 \ f(n) 



7''(n) 



(0).c)„.. 



On en déduit x'{t,t') = (-l)2:i<.^(*'>(*;) TT f ' (0). 

î=i 

Les assertions (2) et (3) résultent immédiatement de la construction 
de la section s' . 

En notant "'t = ata'^ G Tr{F^), on a 

r n—1 r n— 1 

fat = O-ta = ( A A ® A A ■ 

î=lj=l î=l j=«(ta(i)) 
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D'autre part, on a alors : 

r n— 1 r n— 1 

^a*^t = (AA"^i)*®A A 

i=l j=l i=lj=v{ti) 

= (Â A<w)*«Â A 

i=lj=l i=lj=v(U) 

r n—1 r n— 1 

= (-ir'(A A^i)*®(-i)^"~''^*'"^"~''^*'^'" A A 



at 



Par conséquent, on a : x'{a,t) = 

4. En utilisant la propriété de 2-cocycle x'{gi,92)x' (9192,93) = x' {91,9293) 
x'i92,93), le point (5) résulte immédiatement de x'{''^,9) = x'{9,i^') — 
1, y g € GLr{F^). On montre que x'{n,9) = 1 et l'autre est pareil. 
Soit g = nitwn2, d'après la construction on a s'{g) = s'{ni)s'{tw)s'{n2) 
et s'{ng) = s'{nni)s'{t'w)s'{n2)- Comme s'{n)s'{ni) = s'{nni), on ob- 
tient s'{n)s'{g) = s'{ng), i.e x'i^,9) = s'{n)s'{g)/s'{ng) = 1. 

5. Soit g = niB{g)n2, on a tg = n[tB{g)n2 = niB{tg)n2- On a 

s'{t)s'{g) = s'{t)s\m)s'{Big))s'in2) 

= {tni,dtni)s' {B{g))s' {n2) (comme x(t,ni) = 1) 

= {n[t,dr,>^t)s'{B{g))s'{n2) 

= s'{n[)s'{t)s'{B{g))s'{n2) (comme x(rai,t) = 1) 

= x'it,Big))s'{n[)s'{Bitg))s'{n2) 

= x'{t,B{g))s'{tg) 



Par conséquent, x'{t,9) = x'{t,B{g)). 



□ 



Construction 3.1.4.6. Soit t = diag(ti, . . . ,tr) G Tr{F^). On a alors un 
isomorphisme canonique 



i=l 

défini comme suit. 
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Soit n > G 2Z tel que : ro"©^ C UO^ n , Vz G {1, . . . ,n} et 
w^O^ C tO^ n . On a les isomorphismes canoniques : 

Du ^ (0^|n7"0„)®(n7"0^|tiO^) = (/\(0^/ti7"0^))*®/\(tiO„/tu"0^), 

En utilisant la suite exacte : UO.^/w'^O.^ ©}=i tjO^/w'^O^ 
0*~\ ijOro/oj^C)^ ^ 0, on a l'isomorphisme canonique : 

où = <p{^'r}^t,0^/w^O^,tjO^/w^O^). 

En utilisant la suite exacte : O-^jw'^O-^ — > 0j=i Cro/'^'^C^c, ^ 
©}=i C'iî7/î^"C?ro — )■ 0, on a l'isomorphisme canonique : 



Par ailleurs, on a l'isomorphisme canonique : 



(comme on utilise la règle de commutation de KosztiI, c'est l'isomorphisme 
évident multiplié par (-1)^1=2 E;=l("-ffe)) = i_) 

Par conséquent, en utilisant les relations iO^/tu"©^ = 0[=i tiO-^j/w'^O.^^ 
et C'^/ro"0^ = 0[^i O^/îu"©^, on obtient le diagramme 



01=1 [(A(0-/^"C)-))* ® A(^^0-/^"C)-)] 



^1=1 Du 



Dt 
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où (p = {(pj. o ■ ■ ■ o (^2) (g) (0r o • • • o 02). 

Soit tw £ TrWr{F^), OÙ t = diag(ti, . . . ,tr) G T,i~{F^). Clairement, on a 

^tw — Homk{Dtw,Ddc\.{tw))- 
On définit alors ôtw comme l'isomorphisme rendant le diagramme suivant 

( 13.1. 4. 6|i x(-i)^»<j "''«'"''j^ 

Dtw = Dt can 'S>1=1 Ai *- <S>l=l Dtr+i-i 



5, 



tw 



Ddet(tw) — DdetU) ^^T^ : , , „ ,,,,,, -Ddet(t)) 

commutatif, où l'isomorphisme est l'isomorphisme composé des isomor- 
phismes de multiplication Dj-jr-i^ (S" Aj ^ -^n'— '+1* +1 ' c.à.d fj, = 
Hi o ■ ■ ■ o Hr-l- ^ ^ 

Soit g € GLr(Fro), à l'aide de la décomposition de Bruhat on a g = 

ntwn' . On a un isomorphisme canonique A„ (8) Aj^ (8) A„/ ~ A^ provenant 
du diagramme 



£'dct(3) ® ^ (i'dctln) £'dot(to) ® £»dct(n')) «> (Ai ® A«, i^n')®"^ 

oià l'isomorphisme vertical de gauche est l'isomorphisme composé des iso- 
morphismes de commutation (la règle de Koszul est ici triviale car Dn et 
Ddet{n) sont des droites graduées de degré 0), et oir l'isomorphisme hori- 
zontal du bas est le composé des isomorphismes de multiplication. Puisque 
An — k , Vn € Nr{F.^) on a A^ ~ At^. On note ôg l'image réciproque de 
ôtw pai" cet isomorphisme. 

Proposition 3.1.4.7. ôg ne dépend pas du choix l'écriture g = nB{g)n' . 
Démonstration. Elle est semblable à celle du lemme 13.1.4.41 □ 

Grâce à cette proposition, on obtient une section ensembliste Sgeo : 
GLr(Fro) GLr,geo(i^ro) définie par 

Sgeo (5) ={9, s g). 

On note Xgeo le 2-cocycle associé à cette section. On va comparer Xgeo au 
cocycle de Kazhdan-Patterson et le théorème 13.1.4.21 résulte alors de la pro- 
position suivante : 
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Proposition 3.1.4.8. 1. Xgeo(t,t') = (-1)^'<^ ''^^'^^^^^^ TT ^77t(0) 



OÙ t = diag[iî] et t' = diag[t^]. 

2. Xgcoiw,w') = 1 {W,w' eWr). 

3. Xgco{t,w) = 1 {w£ Wr, t G r,). 

4. Xgeo{a,t) = (-l)^(*^>(**+i)+E.^^,^+i^(*0_gi_(o) 

où a est la matrice de la permutation {£, ^ + 1) et t € T^. 

5. Xgco{ng, g'n') = Xgcoig, 9') {n,n' e Nr) 
6- Xgco{t,g) = Xgco{t,B{g)) {t G Tr) 

7. Xgco(a,5') = Xgco{B{ag)B{g)-^ ,B{g)) 
En particulier, Xgco{g,g') = xidid')- 
Démonstration. On a le diagramme suivant : 

(8) -Dg/ s- L>dct(g) ® -^dot(g') 



^99' s , ' ^det(33') , 

99 

OÙ les isomorphismes verticaux ci-dessus sont des isomorphismes de multi- 
plication. 

D'après la définition de ôg on trouve 

où [6g] = (-l)^-i(^-*)''(*^)ni=i'x'(n,'=.+ii.,i^)- Le cocycle Xgeo est alors 
donné par la formule 

_ [ôg].[ôg>].x'idetig),detig')) 

Xgeoyg, g — T ff /\ 

[Ôgg']-X'[9,g'> 

Par conséquent, les six premières assertions de la proposition résultent 
immédiatement des six assertions du lemme I3.1.4.5I et de la définition de 

•Sgeo 

On va maintenant donner la démonstration du point (7) de la proposi- 
tion. 
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On note ma{u) la matrice diag(Id£_i, ^ ^ ,Idr-e-i), la matrice 

diag(Id^_i, ^ ^ , Idr-^-i) et da{u) la matrice diag(Id^_i, -^,u, Idr-e-i). 
On note aussi é^^ 1^ matrice de transposition de e^, i.e e"^ = 

diag(Id(^_i, ,Id,._f_i). 

Soit g = nwtn', où t = diag(ti, . . . , t^)- On écrit n = Uae^, où G 
Nr{P-cj) est telle que le coefficient situé sur la ^-ième ligne et la ^ + 1-ième 
colonne est nul. 

On considère ag = anae^B{g)n' = n"aé^B{g)n' . 

- Si M = 0, on a a^i = n"aB{g)n' , donc B{ag) = aB{g). On voit que 

= Sano, * ^B{g) * ^n' 

= Sn"a * ^^(g) * Sn' 

= Sn" * Sa* ^Big) * ^n' 

= Xgeo(a, B{g))ôn" * ÔaB(g) * «^n' 

= Xgcoia,B{g))Ôag 

Par conséquent, Xgeo{a,g) = Xgco{B {ag) B {g)-^ , B (g)) . 

- Si w^^{e) < w-^{e + 1), comme B{g)-^elB{g) G Nr{F^), on a ag = 
n"aB{g){B{g)~^e%B{g)n'), de sorte qu'on obtient B{ag) = aB{g). 
On a 

Sa*Sg = ôa* 5n * SB{g) * Sn' 
= San * ^B(g) * <^n' 
= Sn"ae^ * 5B{g) * 

= Sn» *ôa* * ôs^g) * Sn' 

= Sn" *Sa* SeuB(g) * Sn' 

= Sn" *Sa* SB{g)Big)-^e^B{g) * Sn' 

= Sn" *ôa* SB(g) * S B{g)-^elB{g) * Sn' 

= Xgeo(a, B{g))àn" * SaB{g) * <^B(ff)-ieSB(ff)n' 

= Xgeo{a, B{g))ôag 
Par conséquent, Xgeo{a,9) = Xgeo{B{ag)B{g)-^ , B{g)). 
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Si w-\i) > w-'^{i+ 1), et « 7^ 0, on a = ma{u)e-''e]/^. Ceci 
implique (en utilisant ama{u) = da{u)) 

ag = n"daiu)e-'^e'!^B{g)n' 

= n"'{d^{u)B{g)){B{g)-^e'l:B{g))n' . 

Comme B{g)-^e]/^B{g) G Nr{F^), on a B{ag) = de,{u)B{g). On 
considère 

= <^an * àB{g) * f^n' 

= K'"d^(:a)e'l: * ^B{9) * 

= Xgco{da{u),e^^)-^ X 

— a 

= Xseo{da{u),B{e]!:))-^Xseo{e]!:,B{g)) x 

XÔn'" * <5dcH * '^ei/"B(ff) * 

= Xgeo{da{u),da{l/u)y^Xgco{e:^aiB{g)) X 

X5n"' * '^d.W * ^Big)Big)-^e'/:B(9) * 

= Xgco{e]!^, B{g))xgeo{da{u),B{g))ôag. 
On calcule XgeoCei/a , ^(5))■ 
= Xgeo{e^-a'W, t)Xgeo{e^a^w)/Xgeo{w, t) 
= Xgeoiww'^e^J^W, t)Xgeo{e^a^ w)/Xgeo{w, t) 

_ Xgco{w,w-^e^^wt)xgeo{w~^e'_/^w,t)xgeo{e'-a,w) 

Xgeoiw,W-^e'_/^w)Xgeo{w,t) 

= Xgco{e^a^w) {comme w~^e]/^w e Nr{F^)). 

On va prouver que Xgeo{^-a^w) = 1. On a e]/^ = é^da{l/u)ae^ et 
-i^i/«,„ _ V" G N (F ) 
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Si v{u) > 0, i.e v{l/u) < 0, on a e^O^ = O^. Donc X) i/u = 



est le vecteur ue^ + e^+i G O. 



On choisit M 



qu on a e 



l/u 

{w-'^(,t+l),w--^{t)) 



M = M. Donc c) i/„ 



l/u 



La matrice de passage de f ^ 



t)(u)-l 1 



est une matrice de taille v{u) : Mat 



de sorte 

"'^(u>-l(€+l),u>-l(f)) 

G (u;0^|w;M) (g) 



i=—v(u) 
/ ^(0) 



V 

v(u) 



a I rro* 



(0) 



l/u ( \'^y'') 

Ceci implique ^{el^ , w) = (^^^ j (0). 



Si v{u) < 0, i.e v{l/u) > 0, on a e/ _i 



9 l/u — 

e' w 



l/u 



1. 



l/u 

(«;-i(<?+l),«''HO) 



— 1 

* 
* 

= Ol, donc 



(to-1(«+1),ii;-1(«)) 

On choisit M = ®\^^0^ vj-^'^^O^ © ©[=^, 2^tj7, de sorte qu'on a 



elM = M. Donc V/„ = (Ad"^"' t^^e,+i)*® (^Ar=t 

A,d"^"'^'e^+i) e [Ol,\M)®{elM\elO-^)®{elOl,\eld^{\lu, 
{eld^{l/u)aOl,\eld^{l/u)aM) ® {^_^^M\^^^0-J . 
La matrice de passage de {vj^e^) ^^^^^^-^ à (— titu^e^) 

matrice de taille —v(u) : Mat = 



—v(u)—l 
i=0 



est une 



V 
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v{u) 

Ceci implique d^i/u = ( ^~^) j (0), de sorte qu'on a 

v(u) 



v(e..)=(^)""(o). 



Par ailleurs on a 

(det(ei/^),det(w;)) 

/ l/n N 



(-1) 



□ 



3.1.5 Fonction k locale 

Le scindage k* de la proposition 13.1.1.11 provient en fait d'un scindage 
de l'extension G\jr,Kp{Fvj) au-dessus de GL.r(Oro). Ceci définit une fonction 
K : GU(0„) ^ k* telle que (cf. [9]) 

(oii 5(17) = (5,1) est la section de GLr{F.^) — )• GLr{F.^) de Kazhdan- 
Patterson) . 

En termes géométriques, le scindage trivial de GLr,geo(-P'ro) au-dessus de 
GLr(Oro) qui vient de l'isomorphisme canonique 

triv : Ag ~" k.Mge Gljr{0^) 

coïncide avec Sgeo au-dessus des trois sous-groupes Tr(C'ro), Wr et Nr{0^) 
(cf. la première condition de la proposition 13.1. l.ip et s'identifie donc au 
scindage k*. Par conséquent, on a i±{g) = triv/(5g. 

Remarque 3.1.5.1. En remplaçant k par une extension finie de k' de k, 
on a une extension de GLr(F4) par {k')* : 1 — >■ {k')* GLr,geo(-^4) ~^ 
Gljr{F^) — >■ 1. On obtient alors de la même manière une fonction k' : 
Gljr^O'^) (k')* ■ En composant cette fonction k' avec le morphisme de 
norme Nf^/jf. on obtient une fonction k : Gljr{0'^) — > k* . Cette fonction 
satisfait que g ^ {g-,n[g)) est un scindage de 1 ^ A:* — N^,Ghr,gco{F!^) 
GU{F^) 1 au-dessus de GU{0'^)- 
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À l'aide de ce point de vue, on obtient une nouvelle démonstration de 
la formule pour k de Kubota pour r = 2 (on plutôt, du renforcement où en 
remplace le symbole de Hilbert par le symbole modéré). 

Proposition 3.1.5.2. Soit g = e GL2(0^), on a alors 



nia) 



d 

1 si c = ou c G C 



sinon. 



Démonstration. - Si c = 0, la décomposition de Bruhat de g est 



g = diag(a, d) 



1 A 

a 

1 



1 ^ 



Comme g € Gh2{0^), donc a,d £ O^, de sorte qu'on an ^ ^ ^ 

GL2{0-aj) ett = diag(a, d) £ GL2(Oro). Par conséquent, onaôg = triv, 
i.e K{g) = 1. 

Si c 7^ 0, la décomposition de Bruhat de g est 

1 A i 



1 J " V c ' 7 ^ vo 1 

Si c G , les facteurs de la décomposition de Bruhat de g ci-dessus 
sont dans GL2(Oro), donc on obtient facilement que Sg = triv, de 
sorte qu'on a K{g) = 1. 

Si c ^ (i.c v{c) > 0), on a [<5,] = (^)~"^'^ (0). On va 

noter chaque facteur de la décomposition ci-dessus respectivement 
(de gauche à droite) n,t,wo,n'. Comme g G GL2{0^) et v{c) > 0, 
on a a, deO^. Pour trouver î>g, on choisit M = ro^^'^^O^ (ce 
réseau satisfait la condition que nM = M et n'M = M), de sorte 
qu'on obtient : 

v{c) — l v(c) — l v{c) — l —1 

^9 = ( A ^■'e2)*<8)( /\ ti7-'ne2)(8)( /\ w^ne2)*'» /\ w^nei 

j=0 j=0 j=0 j=-v{c) 

v(c) — l v{c) — l 

(g) ( /\ w^ntwoe2)* (8) ( f\ w^ge2) 

G {Ol\M) ® (nM|nO^) ® (nC>^|nM) ® (nM|ntti;oO^) 

(ntu;oO^|nt'a;oM) {gM\gOl). 
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On considère le A;-espace vectoriel ntwoO^/ntwoM. Celui-ci est 
muni de deux bases : {ntwQZu^ e2}j=o,,,v(c)-iy Qui est l'image de 
{Ti7''e2}j=o...D(c)-i ^ C'^/M par l'isomorphisme xntwo, et 
{nOT-^ei}j=_^(c)...-i Qui 6st l'image de {'!^-'ei}j=_^^c)...-i ^ 
twoO^/twoM par l'isomorphisme xn. La matrice de passage de 
la seconde vers la première est la matrice carrée de taille ■u(c) 



Mat 



\ 



-det(g) 



(0) 



* 

-dct(g) 



(0) 



-det(g) 



(0)/ 



Par ailleurs, on a ntwoM = M (ce qui implique g'M = M) et 
O^, donc gO^j/gM = O'^/M^ de sorte que le A;-espace vectoriel 
0\jIM est muni des deux bases {yo^ e2\j=Q,,,v(c) et {^gvo^ ^i) j=Q...v{c) 
qui est l'image de j=ii...v{c) ^ C'^/M par l'isomorphisme xg'. 

La matrice de passage de la seconde vers la première est la matrice 
carrée de taille v{c) 



Mat' 



/d(0) * * .., 
d(0) * .., 



v 



* \ 

* 

d(o)y 



Par conséquent, on a 0^ 
K]î'det(g) 



dct^(Mat)^ ^^^^' "'^^ utilisant la formule 8g 



of"^ ^■'j on a donc que «(5) 



{c-detts)}- 



□ 



3.2 Le groupe métaplectique global 

3.2.1 La construction du groupe métaplectique S'-global 

Soient O := k[zu] l'anneau des polynômes à une indéterminée tu et à 
coefficients dans k, F = k{vj) son corps des fractions. Soit S un ensemble 
fini des points fermés de (qui seront considérés comme des places de F). 
On associe à chaque g € GLr(F) la droite := (8)^Ap_^ 5(grâce à la règle 
de Koszul cette définition ne dépend pas du choix d'un ordre sur les places 
v), on Ag^y = {Ol\gOl)f~'^ (g) {Oy\det{g)0^)k {Oy est l'anneau d'entiers 
de F en place v; O'^, gOl, et àet{g)Oy sont vu comme des /c-espaces 
vectoriels). Par ailleurs, dans le cas où 5 7^ 0, on a le lemme suivant : 
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Lemme 3.2.1.1. Pour S ^ soit 0{S) l'anneaux des fractions ration- 
nelles dont les pôles sont dans S. On a un isomorphisme canonique Dg 

{0{Sy\gO{Sy). Par conséquent, on a un isomorphisme canonique 
{0{S)\ àei{g)0{S)) ® {0{SY\gO{SY)'^-\ 

Démonstration. On note L = 0{SY r\gO{SY . En utilisant le lemme chinois, 
si M' C M sont deux 0(S')-réseaux dans F"^ on obtient des isomorphismes 
canoniques 

M/M' ~ 0(M (^o{s) 0^)/{M' 0oiS) a), 

d'oii des isomorphismes canoniques 

{0{SY\gO{sY) ^ {l\0{SY/LY®{/\gO{SY/L) 

l\®{oi)/{L®ois) a 

/\0(5O;)/(L 

En utilisant ce lemme, on obtient de nouveau la définition de la droite 
A^. Cette construction fournit une extension centrale de GLr{F) par k* : 

l^k* ^ GLf (i^) ^ GL^(F) ^ 1. 

- — s 

On va appeler GL^ (F) le groupe métaplectique S-global. Comme dans le 
cas local envisagé dans la partie précédente, cette extension est scindée au- 
dessus de Nr{F), et au-dessus de GLr{0{S)). On construit aussi comme 
dans le cas local une section ensembliste 

sgeo : GL,(F) ^ GL,^(F), g ^ {g,ôg). 

Pour toute place v de F, on note Fy la complétion en v de F, son 
anneau des entiers et son corps résiduel. En utilisant que k^fj est une ex- 
tension finie de /c on a une extension (qu'on appelle le groupe métaplectique 
local en la place v) : 

l^k* ^ N^GLr{Fv) GLr{Fy) 1, 
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une fonction : GLr{Ov) — >• k* (voir ci-dessus pour la définition) et un 
scindage : GLr{Oy) iV*GL,.(F^) g ^ ig,Kyig)). 

D'après Kazhdan-Patterson, on a l'extension suivante (voir [P, section 2] 
pour la construction quand on remplace le symbole de Hilbert par le symbole 
modéré) : 

1 — - n:^5 K — - n:^5 glaf,) — - n:^^ glaf,) — - 1, 

où 

- Yly^s K est le groupe formé des éléments ( 
pour presque tout v. 

- Wy^s GLr(-^v) est le groupe formé des éléments {gv)v^s où gv G GL,.(F„) 
et gy G G\-ir{Ov) pour presque tout v. 

- nl^s GLr(F„) est le groupe formé des éléments (gv)v^s où ]jv € GLr(F^) 
et, pour presque tout G GLr(C't,) et 'g^ = k*A9v)- 

En poussant cette extension via le morphisme Ht^^s ^«j ~^ (^'') ^ 
Y\v^s ^K/k{x^)^ on obtient une extension de GLr(A'^) par k* (où A*^ := 

1 ^ A:* ^ GLr(A^) ^ GW(A'5) ^ 1. 
Proposition 3.2.1.2. On a un morphisme d'extensions : 

1 ^ k* ^ GLf (F) ^ GU{F) ^ 1 

□ 

1 ^ k* ^ GL,.(A^) ^ GL,.(A^) ^ 1, 

pour lequel le carré de droite est cartésien. 

Démonstration. L'assertion résulte immédiatement de l'identité G\jr{Fv) ~ 
Ghr,^eo{Fv) (cf. théorème EXMl) et du lemmeEXLH □ 

Remarque 3.2.1.3. L'extension globale est triviale au-dessus de GLr(F) 

lorsqu'on prend 5 = (cf.[9l p. 50-51]), i.e GL^(F) := GL^(F) est une ex- 
tension scindée. On va le voir géométriquement en la reliant au déterminant 
de la cohomologie. 

Soient C une courbe lisse (connexe) projective sur k, F son corps des 
fonctions rationelles. On note = TlDeici et Oac = IlDeici est 
l'anneau des entiers de F^,. Soient Q deux fibrés vectoriels de rang r sur C 
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munis un isomorphisme générique entre eux (i.e un isomorphisme J^p ~ G\u 
défini sur un ouvert U assez petit). À l'aide de cet isomorphisme on a que 

G ®Of^(, est un "réseau dans T ® et vice versa, de sorte qu'on définit 
{G ® \J'®Oac) comme dans la section 3.1. On a la proposition suivante 

Proposition 3.2.1.4. Il existe un isomorphisme canonique : 
det(iî:rÊ?) ® (det(iîrj^))®-i ~ (.F Oac \G ® Oac) 

Démonstration. On peut supposer que J- <Z G (sinon, on considère un 
troisième fibré vectoriel % muni d'un isomorphisme générique avec G tel que 
% (8> Oac C ^ Oac n ^ (g) Oac ) dans G ® O^c et est ramené à démontrer 
la proposition pour les deux couples {H, F) et {'H,G))- 
On considère la suite exacte : 

O^T^G^ G/J" 0. 

Par conséquent, on obtient la suite exacte longue : 

^ H^{T) H^{G) H^ig/J^) H^{J^) H\G) 0. 

Elle implique {det{H°{J')))'»-'^(S)det{H°{g)(E}{det{H°{g/T)))'»-'^(E)det{H^{J^))(S) 
(det(iîi(7")))®-i ~ k, de sorte qu'on a : 

detiRTG) ® (det(iîr.F))®-^ ~ {det{H'^ {G / T)))^'^ ~ {T®Oac\G <8) C»Ac)- 

□ 

En utilisant cette proposition dans le cas oii = et G est le fibré 
vectoriel associé k g e GLr{F) \ GLr{Ac) /GLr{OAc), on a : 

det(iîr^) det{Rr0^cf-^ - Dg. 
Quand g G GLr(-F), on a ^ ~ O^, de sorte qu'on obtient des isomorphisme 

can can 

canoniques Dg ~ fe et Ap ~ k. 

Par ailleurs, on a le diagramme commutatif suivant : 

Dg Dg, ^ {dei{RTG) ^ det(iîrO^)®-^) ® (det(iîrg') det(iîrO^)®-- 



xg' 



Dgg, ^ (det(iîrg) det(iîrC^)®-i) ® (det(iîrg") det{RrGf 



où. G' et G" sont des fibrés vectoriels de rang r associés à g' et gg'. Alors, le 
morphisme Dg ~ A; qu'on vient de défnir est compatible avec la multipli- 
cation du groupe GLj.{F), de sorte qu'on obtient un scindage au dessus de 
GLr{F). 
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3.2.2 Fonction k globale 

Clairement, d'après la construction du groupe métaplectique /S-global 
on a un scindage canonique Kg au-dessus Ghr{0{S)) (qui vient de l'isomor- 
phisme Ag{S) ^ k,yg£ GL^(0(5))). De plus, on a : 

* 

~ t^S\TriO(S)) ~ '^geO|Tr{0(S))' 

* 

D'après [Ël proposition 0.1.3], Kg est alors un scindage canonique au sens 
de Kazhdan-Patterson. On considère donc l'application Kg : GLr(0(5')) 
k* qui est définie par : 

- — S 

(la loi du groupe de GL^ {F) étant notée multiplicativement.) 

On note gy la matrice g vue comme matrice à coefficients dans F^. 
D'après la proposition 13.2.1.^ on a : 

Proposition 3.2.2.1. 

llsi9) = ll!lM V5GGL,(0(5)). 

4 Intégrale J 

4.1 Somme locale 

Pour tout a = (a2,...,ar) e {k*y~^, on note 9'^ : Nr{F^) 
le caractère défini par 6*^(71) = ^(| ^^[=2 o^î^*-!,*)' et cJ = (a.r, . . . , 02). 
La restriction de 0^ à A'^r(C'ro) étant triviale, elle induit une fonction 9'^ 
sur Nr{F.^) / Nr{OTjj) à valeurs dans Q^. Soit C, : k* ^ le caractère 

quadratique non trivial (C(A) = A 2 , A G fc*). 

Pour chaque t = diag(ai, 02/ai, . . . , a.r/a.r_i) G TriF^^), on considère 
l'ensemble fini (cf. |151 proposition 1.1.2]) 

YUt){k) = {{n,n') G {Nr{F^)/Nr{0^)ffntn' G GL,(0^)}. 

En utilisant le changement de variable n 1— )• *n" = woîT-^^if^O) l'intégrale 
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orbitale J de Jacquet-Mao peut s'écrire : 



K{wo'n"tn)e^{wo'n"wo)9'^{n') 



(n",n')ey^(t){fc) 



E 



K{wo^ntn)9^{wo^nwo)0'a{n') . 



L'ensemble Y^{t){k) est de manière naturelle l'ensemble des points à 
valeurs dans k d'une variété algébrique Y^{t) de type fini sur k. Cette variété 
est munie d'un morphisme h'^ : Y^{t) — > Ga défini par 



et d'un morphisme k : Y^{t) — >■ G^n qu'on va maintenant construire (la 
fonction k : yro(t)(A:) — )• {±1} est alors définie par k = C ° a)- 

Construction 4.1.1.1. Soit R une fc-algèbre. On note O^^ji = (8)fe -R et 
F^^fi = ®k R- On va géométriser la fonction k à l'aide des résultats de 
la section 3. 

1. Soit g € Ghr{Fvj,R)- On va définir une i?-droite (plus précisément un 
i?-module inversible) associée à g. Pour cela on a besoin du lemme 
suivant : 

Lemme 4.1.1.2. (cf.[6j) Soient M et M' deux ^-réseaux dans 
R ^^^^ "î^^ -R-module M /M' est alors localement libre. 

Soit g G GLj.(Fro,R). On choisit un 0^ ^-réseau M tel que M C 
n O;^^^. En utilisant le lemme SXÔ] ci-dessus, g{Ol^ j^)/M et 
Cro,iî/M sont des iî-modules localements libres. On considère alors les 
puissances extérieures de degré maximal /\{g{0'^ ^)/M), f\{0'^^ r/^) 
et on note Dg R la iî-droite 



Cette définition ne dépend pas du choix de M. En particulier, pour 
g G GLr(Oro,_R) cette droite est canoniquement trivialisée. 





i=2 



{OlJgOl^j,) = (/\(0;,^/M)* (S>n f\ig{Ol^^)/M). 



Comme dans la section 3, on pose Ag^R = -Ddet(g),iî ® 
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2. On trouve une trivialisation naturelle de A„^/j pour n € NrÇF-^^^ji), à 
l'aide des deux généralisations suivantes des lemmes 13.1.3.31 et 13.1.3.41 
(les démonstrations données plus haut s'étendent sans problème). 

Lemme 4.1.1.3. Soit n G Nr{F-^^jî), il existe alors un ^-réseau 
M tel que nM = M 

Lemme 4.1.1.4. Soit n € Nr{F^^R). Soient M, M' deux O^. ^-réseaux 
tels que nM = M et nM' = M' . Le diagramme 

(M|nM) ^'^^•^•^^•^^ . {M'\nM') 




k. 



est alors commutatif. 

3. On construit une base ÔR{wot) de Ayjgt,R en prenant la construc- 
tion [3TM1 

4. Comme i!^nwotn' n' , on obtient une base Sji{n'WQtn') 
de AnwQtn',R et on pose ^{nwotn') = 6jî{nwotn')/triv pour nw^tn' G 

La fonction k : Y{t){R) — > R* est définie par {n,n') i-^ K{{wo*nwo)wotn'). 
Comme la construction ci-dessus commute au changement de base et généralise 
celle de la section 3 (dans le cas oià R est un corps) on obtient bien un mor- 
phisme k : Y{t) Gm- 

On note Y^{t) = Y^{t) (8)^ k. Soit le faisceau de Kummer sur Gm 
associé au revêtement Gm — >■ Gm, x i->- et au caractère non trivial C de 
{±1}. D'après la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on a : 

J„(t,a) := TriFr,Rr,{Y^{t),h'l/:^(^K*Cc)). 

4.2 Somme globale 

Comme pour l'intégrale I, on ne connaît pas explicitement KTc{Y^{t), 
h'*^C^ (8)K*£^) car la variété Y^{t) est trop compliquée, donc on a besoin de 
globaliser. Dans cette partie, on va introduire deux définitions de l'intégrale 
J globale. La première utilise les intégrales locales et la propriété de multipli- 
cativité et la deuxième est géométrique. Bien entendu, ces deux définitions 
donnent le même résultat (voir le lemme B:.2.1.4p . 
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1. Première définition 

On rappelle que O = k[zu] est l'anneau des polynômes en une variable 
w à coefficients dans k, et F est son corps des fractions. Pour toute 
place V, Oy est le complété de O en v, est son corps des fractions, 
son corps résiduel. On note l'image de t dans Tr{Fy). 

Soit t = diag(ai, a2/«i> • • • 5 Or/ar-i) on ai & O — {0}. Désormais, 
on note Yy{t) = {{n,n') G {Nr{F^)/Nr{Oy)f\^nt^n' G 0Ï^(Ot,)} et 

Pour toute place v )(ar, on pose 

Jv{t,a) = / fv{wQ^ntvn')0'-^{wQ-nwQ)6'^{n')dndn\ 

. \ CiUviwo^ntyn')) si wo'^ntyn' e GLr{Oy) 

ou fy{wo^ntyn') = < 

I smon 

En utilisant que G O* implique ^Nr{Fy)tjjNr{Fy) n GLr{Oy) = 
*Nr{Fy)tyNr{Fy) H qI^ {O y) (cf. [15, propositlou 1.1.1]), on peut aussi 
écrire : 

Jv{t,a) = ^ C{Ky{wo*ntyn'))e!^{wo*nwo)0'J^n'). 

(n,n')ey„(t) 

Pour toute place v\ar, on pose 
Jy{t,a)= / \^Ov)i'^o''ntyn)9^{wo*nwo)9a{n')dndn', 

JNriFy)xNr{Fy) 

OÙ Ig( (o^) est la fonction caractéristique de l'ensemble Qlj.{Oy). Cette 
intégrale s'écrit aussi : 

Jv{t,a)= ^ 9^{wo^nwo)9'J^n). 

in,n')<^Yvit) 

Définition 4.2.1.1. On introduit l'intégrale orbitale J globale : 
J^^\t,a) = H Jy{t,a). 

Lemme 4.2.1.2. Si v )(Y\iZl o-i^ alors Jy{t,a) = 1. 
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Démonstration. D'après |15l corollaire 1.1.5], Yy{t) est réduit à l'élément 
(n, n') = {Idr, Idr) (car a» G O* Vz G {1 . . . , r - 1}. Donc 

j i. ^ { QiUviwot^)) si V lor 
Jv{t,a) = < 

Il SI v\ar. 

Si î; f a^, on a alors ty G GLr{Oy). En utilisant la propriété de la 
fonction k^, on a : 

Hviwotv) = !lv{wo)!lvitv)Xviwo,tv) 
= Xviwo,ty) 

A l'aide de la formule de définition de 2-cocycle Xv, on a : Xv{wo,ty) = 
1. Par conséquent, Jy{t,a) = 1. □ 

2. Deuxième définition : 

Soit t = diag(oi, a2/«ii • • • , ar/ur-i) oii Oj G O — {0}. Pour tout x G 
F, sres(xdti7) est la somme des résidus en tous ses pôles à distance 
finie (c.à.d en les points de Spec(C')). On notera ^ le caractère de 
F défini par ^'(x) = '0(sres(xdîï7)). Pour tout a G {k*y~^, on note 
9'^ : Nr{F) le caractère défini par 0a{n) = ^(^ X^i=2 '^«"'î-i.i)- 

Sa restriction à Nr{0) étant triviale, elle induit une fonction 9'^ sur 

Nr(F)/Nr{0) à valeurs dans 

On introduit la variété de type fini Y[t) dont l'ensemble des k points 
est 

Y{t){k) = {(n,n') G {Nr{F) /NriOffntn' G qUO)}- 
Cette variété est munie d'un morphisme 

1 

h'Jji.n') = -^aisres((ni_i,i + n-_i Jdro), 

i=2 

et d'un morphisme k : Y{t) — ?• Gm défini par 

K{n,n)= Jl Ky^wo^Uytyn'^), 

où les fonctions sont celles définies dans la section 3.2. 
Définition 4.2.1.3. On introduit l'intégrale J globale : 

J^^Ht,a)= Yl CiMwo'ntn'))9L{wo'nwo)9'M)- 

{n,n')&{t)(k) 
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Proposition 4.2.1.4. Lorsque pgcd(ar, ni=i ^i) — 1) l^s deux définitions 
dans I4.2.1.1l et 14.2.1.31 donnent le même résultat. 

Démonstration. On rappelle que supp(t) = Spm(C'/ ti). 

D'après le lemme 14.2.1.2^ on a : = niigsupp(t) 

D'après la propriété multiplicative de la fonction k globale et [TÏÏl proposition 

1.3.2] on a : J^^\t,a) = H^gsupp^ Mt,»)- 

Par conséquent, on a : J^^\t,a) = J^'^\t,a). □ 

On ajoute une barre pour indiquer le changement de corps de k h k. On 
définit les triples {Y{t), h'^,K) et (Yv{t), h'^^,K^), où f G Spm(O) comme on 
a fait pour le cas local (4.1). On note encore supp(t) = Spm(C'/ 
ni=i«îC'). En utilisant K{wo^ntn') = Yl^(zsupp{t) i^vi'^o^^vtvK), on a une 
forme cohomologique de la proposition l4.2.L^ fcf. }15 l corollaire 3.2.3] pour 
la démonstration) : quand pgcd{ar,YViZi (^i) = 1> 

Rr,(F(t), h'*^c^ ® K*Cç) = (g) Rr,(F,(t), h'I.c^ c5 kIc<^). 

f ësupp(t) 

Supposons t = diag(ai, . . . , -^f^), où les Oj sont des polynôme uni- 
taires dont on fixera les degrés di = deg(ai). On note = {(ai, • • • , o-r) £ 
Qd\Pë'^d(\YiZi (^ijO^r) = !}• Le triple (Y{t), h'^, k) se mettent en famille 
de sorte qu'on obtient une variété de type fini sur k munie de trois 
morphismes fJ'-YaX G^;;^ ^ Vd x G;;,-\ h'^ : Yd x G^;;^ G a, et 
Kd ■ YdxGl;;'^ Gm tels que Y{t) et Rrc(F(t), h'*^C^®K* Cc^) sont respecti- 
vement les fibres en (t,a) G {VdX G''^^){k) de /J et de R/J|(/i'^i2^ (8)K^i2^). 
En précisant, on a : 

Lemme 4.2.1.5. (cf. [T5^, proposition 3.3.1]) 

1. Pour tout d G le foncteur Yd qui associe à toute fc-algèbre R l'en- 
semble 

Yd{R) = 'Nr{0®kR)\{9(^QK{0®kR)\àei{gi)eQdAR)^ 

r-l 

pgcd(JJdet(5i),det(5,)) = 1}/Nr{0 0k R), 
1=1 

où Qi est la sous-matrice de g faite des i-premières lignes et des i- 
premières colonnes de g, est représenté par une variété affine de type 
fini sur k qu'on note aussi Yd- Soit 

fj : Yd X G'-' ^VdX G';^' 
le morphisme défini par fj{g,a) = ((ai)i<i<r, a) où Oi = det{gi) 
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2. Pour tout i avec 2 <i <r, l'application h[ : Ql^iO^kR) x {R*Y ^ 
définie par 



R 



( 



h' 



1 

-res 



i9i, 



1 gi,i-l)o-i-l9i}l 





\aij 



+ 



+(0, ...,0,ai)aj_i5._\ 



/ 9i,i \ 



9i-2, 

\9i-i,iJ 



\ 



où aig~^ est la matrice des cofacteurs de gi lesquels sont dans Or := 
O iî et où res(a~3i6) est le coefficient de dans l'expression 

polynomiale en variable w du reste de la division euclidienne de h 
par Oj-i (cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient 
dominant de Oj-i est égal à 1), induit un morphisme /i^ : 1^ x GJ^^ —s- 

3. Soit hd = Yl\=2 ^i- existe un morphisme naturel ^ : ^ — > Gm 
tel que pour tous t G Qd{k) et a G G^^^, le triplet {Y{t),h'^,K) est 
fl" 

/î^ à cette fibre. 



isomorphe à la fibre (fj) ^{t,a) munie de la restriction de et de 



Démonstration. On adapte la démonstration de \15\ proposition 3.3.1] et il 
ne reste que le morphisme /t^ à construire. 

Soit R une /c-algèbre. Soit g G Yd{R)- On considère la "décomposition 
de Bruhat" de g dans R[zu, (nl=i ■ 

g = nwotn, 



ou 



- les ai sont des polynômes unitaires à coefficients dans R, 

- n,n' £Nr{R[w, (111=1 aiy^) 

- et t = diag(ai, a2/ai, . . . , ar/or-i)- 

Comme g G GLr{R['w,a~^]), d'après Ngo [Î5], n (resp. n') s'écrit sous la 
forme : 

r r 

ra = JJ(Idr + yi) (resp. n' = JJ(Id^ + 



1=2 



i=2 



OÙ Ui G a^\R[uj, Qj. ^] (resp. y'^ G a^}^R[w, a^. ^]). 
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Lorsque M, M' et M" sont trois iî[zi7, sous-modules de 

R[w, (HLi tels que M" C M n M' et lorsque les quotients M/M" 

et M' /M" sont libres de type fini en tant que iî-modules, on note 

(M|M') = (/\M/M")®~^ {/\M'/M"), 

où /\ est la puissance extérieure de degré maximal. 

On note P = Y[i=i^i- On a alors : P.R[w,a~^Y wotRlwja'^Y ^ 
R[zu,a~^Y. Comme P est un polynôme unitaire, wotR[w,a~^Y/ 
P.R[w,a~^Y et R[cu, a^^Y / (^r^Y ^o^it libres de type fini, de sorte 
qu'on définit : 

Kt = (A ^[^' a;'Y/P-R[^, flr" A ^oi^N, a,T a7 Y) 

(on obtient de la même manière la iî-droite Dt- où ti = Oj/aj-i en convenant 
que ao = !)■ En utilisant la même démarche que dans I3.1.4.61 on obtient le 
morphisme ôyj^g : Dyj^t -^det(t«ot) ^ a^Tl det(î/;ot)-R[w, a.T^]'") 

R (le morphisme de multiplication 

ilj = l''r + l-j iii = l j 

est défini comme dans la proposition I3.1.2.4|) . de sorte qu'on obtient un 
isomorphisme A^^^^ ~ R. 

On considère M = diag(l, ai, ai. 02, . . . , ni=i o^r^Y ■ ^ = 

M et n'M = M. De plus, R[œ,a~^Y/M ~ n.R[w ,a-'^Y l^-M = 
n.R['uu,a~^Y est un iî-module libre, de sorte qu'on définit 

:= {l\R[w,a-^Y/Mf-^ ®r {f\n.R[vu,a;'Y /M) 

et 

D^, := {/\R[w,a;^Y/M f-^ ®b. {/\n' .R[vj, a;^Y /M). 

L 'isomorphisme canonique n.iî[îî7, a~-^]'"/n.M iî[ro, a^^]'"/M (resp. 
n' .R[w,a~^'^ /n' .M R[zu,a~^'^/M) nous donne un isomorphisme Dn — 
R (resp. Dni ~ R). 
On considère 

® D^ot ^ ^n' - (^[^' a-'^Y\M) ^ {n.M\n.R[w, a-^Y) ^ 
{n.R[uj,a~'^Y\'^-P-R['^^o.r^Y) <^ (n.P.iî[-a7,a,7^]''|n.îi;otiî[CT,a7Y) <^ 
(nwoi--R[ro, a~"^]''|ntt;ot.M) (g) (nîi;oi-M|nîi'otn'iî[ro, a^T"^]''). 
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Comme n.P.Rlwja^^Y ^ n.M C n.R[u:j,a^^Y , on a un isomorphisme 
canonique 

{n.M\n.R[zu,a;:^Y) ® {n.R[w,a~^Y\n.P.R[zu,a~^Y) 

~ {n.M\n.RR[w,a-^Y). 

On a aussi n.P.i?,[t37, a.^^j'' C muQt.M C nwot.i2[în, o""^]'', de sorte qu'on 
obtient un isomorphisme canonique 

{n.P.R[w,a~^Y\''^-'^otR['^,0'r^Y) {nwQt.R[w,a~^Y\''T''^o't-^) 

~ {n.P.R[w,a~^Y\nwot.M). 

De plus, comme n.P.iî[ro, a"^]'' C nwot.M C ni(;oi-w'i?[ci7, a""^]^, on ob- 
tient : 

{n.P.R[w,a~^Y\''T'''^ot-M) ® {nwQt.M\nwotnR[w,a~^Y) 

D'autre part, on a ra.P.iî[îï7, a"^]*" C n.M = M C R[zu,a~^Yj donc 
{R[w,a-'^Y\M) (n.M|n.P.iï:[ro,a7Y) 

Par conséquent, on obtient un isomorphisme Sg : R:^ (g) D^^^(S) D!^, — )■ 
{R['cu,a^^Y\9R['^^'^r^Y)- On obtient alors un isomorphisme ôg : R ^ A^, 
où := {R[vj,a-^Y\9R[^,a~Yf'^ ^ {R[w,a-^]\det{g)R[w,a-^]). On 
définit Kiiig) = triv/5g, oii triv est l' isomorphisme R — >■ A^ provenant du 

fait que gR[w,a~^Y = R['cci,a~^Y- 

Cette définition commute au changement de base, on obtient donc bien 
un morphisme : Yd ^ Gm en prenant les A;-points celui-ci redonne la 
fonction k de la section 3.2. 

□ 

Théorème 4.2.1.6. Soit 5 G 1^. On a alors 

tîdi^o9)Kdiwo*9) = (-1)^^=1 *+^^=i**+iresult(a^_i,a^). 

Démonstration. Comme Kd est un morphisme de Yd dans Gm, le théorème 
résulte du fait (qu'on va ensuite vérifier) que 

^{wog)Kdiwo^9) = (-1)^'=! *+^^=i "''*+iresult(a^_i,ar) 
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pour g dans un ouvert dense de Y^, qui n'est autre que l'image réciproque 
de Ud par le morphisme fj. On va supprimer l'indice d pour alléger les 
notations. 

Soit z G {1, . . . , r — 1}. On note \ij où j G {1, ... , di} les racines simples 
de ai. En utilisant la formule de produit, on a : 

r— 1 di r—1 di 

niwog) = n n ^^-A,., (^05) ; Uwo^g) = H H ^^-a«,, (^0*5)- 

i=l j=l i=l i=l 

En chaque place w — Xij, on écrit n = U2U3 . . . ti„ et n' = U2'"3 ■ ■ - ^n 
où Uk,u'j^ appartiennent au-sous groupe C/fc(-^ro-Ai ■ ^riF-w-Xi ) formé 
des matrice triangulaires supérieures unipotentes dont les coefficients non- 
diagonaux sont tous nuls sauf eaux de la k-ième colonne. Soient Uk = Idr+yk 
et u'^ = Idr + y'^. D'après [Ï5l lemme 1.1.3], yk^y'k € (a'^^^O^-x.j)'''^ , donc 
Uk,u'f^ G Uk{0^^x,j) pour j i. On note n^+i = U2 . . . Ui+iu^^ . . . u^^ 
et n[_^^ = ^2 . . . ii^_,_]^n'~^ . . . n'2 ^. En reprenant la démonstration de [I5l 
proposition 2.4.1], on obtient que nj+i,n^_,_]^ G f/j+i et que les coefficients 
nk,i+i-,n'^^i+i de nj+i et n[j^^ sont dans Oro-A^.j pour k = l, . . . ,i - l. Ainsi 
nj+i (resp. n-_^^) s'écrit-il nj+i = (Id + 2;i+i)(Id + Zj+i) (resp. n-_^_^ = 
(Id + ^-+i)(Id + z^+i), où Zi+i = *(0,...,0,ni,i+i) G et = 

*(ni,i+i, . . . , n,_i,,+i, 0) G Ol_^^ ^ (resp. z^+i = *(0, . . . , 0, n'^^^^^) G 
et = *K_,_,i, . . . ,n^_i^,+i,0j G O^^.a.J- Soient 

rïi+i = + Z^j^^)u2...UiUi+i...Ur G iVr(Oro-A,,, ) 

et 

n'i+i = (Id + z-+i)M2---^^>i+i---w^ e iVr(0„_A,,,)- 
On a alors wog = {wQ^niJ^iWQ)wo^(Jà+ZiJ^i)t{lA+z[j^-^)n[j^-^. Comme wo^rii+iWQ, 
^i+i G A^r(Cro-Ai j), on a k(wo*^î+iw^o) = ^(^i+i) = 1- Par ailleurs, en uti- 
lisant K{gig2) = !l{gi)!l{g2)x{gi,g2) et xlf^,^) = X{g,ri) = 1, on a 

niwQg) = K{wo\là + Zi+i)t(Id + Z'+i)). 

Pareillement, on a aussi : 

K(^i'o*5) = ^(îi;o*(*(Id + Zi+i)t(Id + z-+i))). 

t s'écrit i = ^1*2 011 ti = diag(l, . . . , aj/oj-i, Cj+i/aj, 1, . . . , 1) et t2 = 
diag(ai, . . . ,ai_i/ai_2, 1, l,ai+i/ai+2, • • • ,0^/0^-1) G rr(C'ro_Ai^). On a 

(Id + Zi+i)t{U + = (Id + zi+i)ti{là + 2f+i)t2 
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où z'I^Y 6st une matrice triangulaire supérieure unipotente dont les coeffi- 
cients non-diagonaux sont tous nuls sauf celui de la position -|- 1). 

Comme «(5*2) = «(ff) pour g G GLr[0-^-\. -) et ti G Tr[0^ - Xij) et 
que k{^q ) = nig^ ) = !l{gi)!lig2), le calcul k se réduit au cas 011 r = 2 
avec 

^ diag(ai/oi_i,ai+i/ai) ^ 

fiii-i ai_i ai y 

En utilisant la formule de Kubota (cf. la proposition 13. 1.5."2]) . on a : 

x'ai/ai_i 



det(îDo5') 



t \ _ \ I xai/ai-i 



!5ivo~-\,ÂWQ g) = \ ai/ai-i, 



àei{wQ*g) 

Comme g G GL2(C'ro-Ai ^ ), on a donc v^_x^.{x) = v^^Xijix') = -1- Donc 
t^-K>og) = ^SK(A..) et K^.xjwo^g) = SS(A.,). 

Par ailleurs on a : det(woo) = x'-^x-^ ^ (xx'-^ + ^^). Le 

deuxième terme de la somme est de valuation supérieure ou égal à 1, donc 
det{wog){Xij) = (^x'-£^x-£^^ i^ij)- Pa-r conséquent, on a : 

Hzu-x, Âwog)!lr^-x^ Âwo^g) = det{wog){\i,j) = -^(A^j). 



On en déduit que : 

r-l di ^ 

K{wog)!i{wo^g) = n n(~^)^^(Aij; 

1=1 j=l 
r-l 



TT/ j^Nd, result(ai+i,ai 
result(aî_i, aj 



1=1 

^r-l 



= (-1)^^=1 '^'+^«=1 '^'*+iresult(a,._i, 
La signe dans la dernière formule vient du fait que 

result(P,Q) = (-l)^'=s(^)^<'s('3)result(Q, P). 



□ 



52 



4.3 Le cas d = (1,2, . . . ,r) 

Proposition 4.3.1.1. Pour d = (1, 2, . . . , r) le quadruple {Y^, fj , h'^, k^) 
est isomorphe au quadruple {Ql°,f^,h',K) où : 



- le morphisme k : g[° — )■ G m est défini par K{y) = Kd{wo{y + wldr)). 

Démonstration. On adapte la démonstration de [15, proposition 4.2.1]. □ 

Il reste à calculer la fonction k sur qI°. Soit y = (yij) € gÇ. Pour cela 
on va utiliser le lemme suivant : 

Lemme 4.3.1.2. Soi V' un espace vectoriel (en général de dimension in- 
finie). Soient ^ et i? deux sous-espaces vectoriels et V = A B. Soit 
g € Aut(y) tel que A et g A soient commensurables ainsi que B et gB. 
Les sous-espaces vectoriels V et gV sont alors commensurables et on a un 
isomorphisme canonique : 



Cet isomorphisme est compatible avec la convention de signe, c.à.d le dia- 
gramme 




le morphisme h' : qI° x GÇ^ 



Ga est défini par 




i=2 



iV\gV) ^ {A\gA) {B\gB). 




Sym* 




{A\gA) ® {B\gB) 



{B\gB) {A\gA) 



est commutatif. 
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Démonstration. On note A' = AO g A et B' = B D gB. 
{V\gV) = {A®B\gA®gB) 



can 



(^/\{A e B/A' e s')) * ® /\{9A e gB/A' B') 
~ {/\{A/A' e B/B')) * ® /\{gA/A' ^i^/i?') 

/\{A/A')y ^ (A(^/^'))* ^ A(5^/^') 

~ (^15^)0(^155). 



□ 



Soit g une matrice de taille r. Soient /, J deux sous-ensembles de {1,2,..., 
r}. On note gj^j la matrice extraite de g dont les indices de ligne sont dans 
/ et les indices de colonnes sont dans J, en ordonnant par ordre croissant 
les éléments de / et de J. 

Proposition 4.3.1.3. (cf. O p. 394-395]) Soit g G GL^. Supposons que g 
s'écrit comme un produit AB~^, où A est une matrice triangulaire inférieure 
et B est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefïiciens diago- 
naux sont égaux à 1. On écrit les matrices A et B sous la forme 



A 



( «1,1 

«2,1 
\ar,l 







\ 


-1 0,r,r ) 



B 



/l ^1,2 

■•. 
Vo ... 



\ 







&r-l,r 
1 



On note âjj- (resp. 6ij) les coefficients de la matrice A ^ (resp. de la matrice 
B~^\. On a alors : 



det(g[ij_i]u(^}jij]) 
det(5[ij_i],[ij_i]) ' 



(-1) 



j_,det(5[ij_i],[ij]_{j}) 



^^i_j det(g[i,^]_|j},[i,^_i]) 
det(5[i_i]_[i,i]) 



det(5[ij_i]ji,j-_i]) ' 

det(g[ii]ji^j_i]u{j}) 
det(5[i_i]_[i,i]) 



En utilisant la proposition 14.3.1.31 ci-dessus pour g = y + wlàr et en 
factorisant la matrice triangulaire inférieure sous la forme ^NrTj-, on obtient 
le corollaire suivant 
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Corollaire 4.3.1.4. La décomposition de Bruhat de wog = tfo(y + tzrld,.) 
est nwotn' avec n = (îïjj) oii 

^ _ det((7[i_r-j]u{r+l-i},[l,r+l-j]) 

det(5f[i^r+i_j]ji_r+i„j]) 
t = diag(ai(y),a2(y)/ai(y),...,ar(y)/ar._i(y)) et n' = {n[j) 



ou 



De plus, si on note n ^ = {fiij), on a alors 

~ . . ^ ^ ^y-j det(g[i,^+i_j]_{^+i_j}ji,^_j]) 

Théorème 4.3.1.5. K{y) est en fait un polynôme en les coefficients de la 
matrice y G De plus on a : 

îiiyM'y) = (-l)^-i[*+*(*+^)kresult(a,_i(y),a,(y)). 

Démonstration. Comme k. est un morphisme de qI° dans Gm, on peut se 
contenter de calculer K{y) sur l'ouvert dense oii ar{y) est à racines simples. 

On note {\)i£{i^...^r} i^i ^ ^) les racines de ar{y). En utilisant 5 = {Ai}.j, la 

. g 

fonction provient de l'extension GL^ {F) de la partie ci-dessus. D'après 
le corollaire 14.3.1.41 la décomposition de Bruhat de WQ{y + w\dr) est nw^tn' 
avec t = diag(ai(?/), a2{y)/ai{y), . . . , ar{y)/ar-i{y)). La fonction provient 
alors du diagramme 

, can .s 



où l'isomorphisme vertical est celui figurant dans la définition de la section 

g 

ensembliste Sgeo : GLr(F) — )• GL^ (F). 

En utilisant le lemme 14.3.1.21 dans le cas particulier où V = V = 
e^M(w - A,)) e fc((tz7-i)), A = k[m,Ar{y)-^], B = ®l^^k[[uj - \\] 
w''^k[[w^'^]], on a {V\ det(u;o(y + wldr))V) {A\ det('u;o(y + wlàr))A) ® 
{B\àei{wQ{y + wlàr))B) et aussi (T/^u-oly + rold^)^^) ~" {A''\wo{y + 



wl(lr)A^) (g) {B'^\wç){y + wlàr)B'^). Par conséquent, on a A,^ 



■îiio{3/+roIdr) 
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^i(.+^id„) ® <,(.+^id.)' °ù a; = Hdet(y).) ® avec . = 

A,B ou V (voir aussi la remarque I3.2.1.3] sur la trivialité de l'extension glo- 
bale glI{f)). 

Pareillement, on a A^^, ~" A^, ® A^^,. 

Comme wo[y + midr) , wot G GL,.(y), on a A^^^^^^j^^^ ~ et A^,,^ ~ 
k, de sorte qu on a un isomorphisme canonique : A^^^^^^^j^^^ ~ ^wo{y+^ldr) 

A can n (g)— 1 ^ 1 1 T 

et A^^^ ~ ^wot ■ a alors le diagramme suivant : 

-r can^ AS = ~ A-B "^"^ 

^ ■u;o(j/+roId,.) «)o(j/+roIdr) ■îiio{î/+roIdr) 



1. À la place Vi = w—Xi, on note Oy^ = k[[zu—Xi]]. D'après le lemme lT.3.1.41 
on a : n-O^. = n'0^_ = 0^_. Comme tO^. = diag(ai(y), 
a2(y)/ai(y),--- ,ar{y)/ar^i{y))Ol^ = 0J^} O^^ej (BviOy^er, on a 

r (r — 1) 

Comme det('Wo(y + rold^)) = (— 1) 2 ar{y), on a 

On a Su,o{y+vuidr)\y^ = {-lY~^ar-i{Xi). Donc on a 

(^uiofe+i^idr)!^^ = (-l)'''~"^«»--i(Ai)l*^^ <8)ei|^^. 

2. A la place 00, on note rfîoo = ^^^^[[ro"^]] et Ooo = La 
droite qu'on va utiliser dans ce cas est D'^ = (tnj^|gmj^) et le choix 
de l'élément ô^o^y+T^idr)^^^^^ ^st le même que celui fait dans la construc- 



tion (STL!!!! D'après le lemme [^■3.1.4I on a v^oi^ij) > 1 et ^00(^1-^, 



> 



1, de sorte qu'on a nïïî^ = n mj^ = mj^ et tmj^ = O^. Donc 
^wo{y+mldr)\^ = Ai=i "-^iloo- En reprenant la démonstration du lemme 
I3.1.3.4I dans le cas oii M = et M' = m^, on voit que l'isomor- 

^ Tir 'y 

phisme {0^\m^^) — >■ {nO^\nm^^) est l'identité, de sorte qu'on obtient 

r 

^«)o(î/+roldr)|oo ~ A 

2=1 
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Deplusî)det(«;o(î/+t:^id.))|oo = (Ai=r-i ^')|oo- Par ailleurs (5^o(y+î^id.)|oo = 

(r — l)r 

(— 1) 2 . On a alors 

( 1) 

i=i — 1 i=l 

Ensuite on va expliciter risomorphisme ~ /c du diagramme 

ci-dessus. On note B' = S^^iffO^. © m^- H est clair que B' = B"" n gB' . 
Comme g G GLr(^) C GLr(y), on a successivement les identifications sui- 
vantes : 



V'/B' = gVlB' 
{A'®B')/B' [gA"- ®gB'')/B' 

A''®{B'-/B') gA'' (SigS^-lB') 

{B^/B') ~" {gB'/B') {A'- = gA^-) 



(0 © m;,)/(0 © m;,) (0 © 5m;o)/(0 © m^,) 

i=l i=l 1=1 i=l 



(e.)|oo e y s'écrit (0,^=1 (e^^.^- © (e.)|oo) © 0^=1 (-ei)|.,. G ^'^ ©S'^ Par 
conséquent, l'image de (ej)|oo € C'L)/'^oo P^^ l'isomorphisme canonique (**) 
ci-dessus est 0^=i(-ëï)|^^. € ®'j=i{0^./gO^.), où {—Gi)\vj 6st l'image de 
(—61)1^^ par la projection canonique O^^ O^./gOy.. 

Soit (1, ni_2, ■ ■ 1 ï^i,r) la première ligne de la matrice n~^. On an~-^(— ej)|„^. = 
— ni^î(Aj)ei|^ (mod wotn'O^.) (en convenant que ni^i = 1), de sorte qu'on 
obtient (— ëî)|^^ = — ni^j(Aj)(ei)|„^.. Par conséquent l'isomorphisme cano- 
nique Dg^oo 01=1 -^g.fi (qui vient de l'isomorphisme (**)) est (A[=i ^i)\oo 
det(Mat)(g)[^iei|^., où 



Mat 



/-ni,i(Ai) -râi,i(A2) ... -ni,i(A^)\ 
-ni,2(Ai) -ni,2(A2) ... -râi,2(Ar 

\-ni,r(Ai) -ni,r(A2) ... -ni,r{K)/ 
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De même, 1 isomorpnisme canonique -Ddet(g),cxD — Qyi=i -^det(g),Vi 6st 



(Ai=r-i ^0|oo ^ det(Mat') (g)[^i 1,^^ où 



r-2 



Mat' 



-a: 



r-l 



-A 



r-2 



-1\ 
-1 



V-a;-^ -a;-2 ... -1/ 

Par conséquent, on a 

K^(ii;o(y+roId,.)) = (-l)''('"~^)+^^^result(a,._i(y),ar(y))det(Mat)/det(Mat'). 
Par ailleurs, en utilisant le corollaire 14.3.1.41 on a 



det(Mat) = 



dct(g^''') 



dct(g-^''') , 



où 5*''' est la sous-matrice de g obtenue en supprimant sa i-ième ligne et sa 
r-ième colonne de g (en effet, par définition on a g^^'^ = g[i^j.]-{i},[i,r-i])- 

Il est clair que det(g'*''^) est un polynôme en la variable w et en les 
coefficients de y, de degré partiel < r— 1 en la variable zu. On note det(5*''') = 

9*''"[0] + H 1- g^'^[r — de sorte que la formule de det(Mat) 

se reécrit : 



det(Mat) = (-1) 



1 



result(or-i(y),a.r(y)) 









■ ^'■''■['"-l] 


\ 




- 1 1 . 


1 


X det 






det ^ 


Al A2 


. A, 
















• g^-^r-i] 


) 




\r — 1 \r — 1 





(comme on le voit en effectuant le produit de ces deux dernières matrices). 
Par conséquent. 



( 



det 



g-'-\r-\\ ■ 
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est un polynôme en les coefficients de la matrice y. 

La deuxième assertion du théorème est la conséquence du théorème 
14.2.1.61 dan le cas particulier oii d = (1, 2, . . . , r) et g = y + tuld,.. □ 

D'après le théorème 14.3.1.51 la fonction k est un produit des facteurs 
irréductibles de resuit (a^-i, a,.), de sorte qu'on peut prolonger la fonction 
K au-dessus de l'ouvert = {(ai,...,ar) G (5rf|pgcd(ar--i, a^) = 1}. De 
cette manière la famille (1^, /J, h'^,Kd) au-dessus de "V^ x se prolonge 

à X Gl^^ tout entier. On note gl^ l'ouvert de qI^ au-dessus de x G^^^- 
Théorème 4.3.1.6. Pour d = (1,2, ...,r) le complexe de faisceaux 
^fd\i^'d^i> ^ ^d'Cç)[^^ + r — 1] est un faisceau pervers sur V^, prolonge- 
ment intermédiaire de sa restriction à l'ouvert Ud- 

On définit les variétés Ri en posant Rr = Spec(A;) et Ri-i = Ri x 
Qi X Gm- Soit fY : G^ x Qk ^ Ri ^ fl^j-i ^ -^i-i le morphisme défini par 
f/{ai,yi,ri) = ri_i), où ri_i = {ri,ai{yi),ai) (sauf fj : Gm x 

glr X Rr ^ fllr-i X Rr-i)- Soit h[ : Gm X Qk X iîj — > Ga le morphisme défini 
par h'i{ai,yi,ri) = \ai{yi-i^i + Soit pr^ : Gm y- Si x Ri ^ Si x Ri 

la projection évidente. On définit les complexes Ji sur g[j x Ri en posant 
Jr = K*£ç[r^] et Ji-i = RfJ^{Ji®h'*iC^) (voir [E]). On a un isomorphisme 
gli xRi^QdX G;;,-^ via lequel Ji ~ R/j!(/i'^£^ 4^c)[^^ + r - 1]. 

On note Gi l'extension de GLj obtenue en extrayant une racine carrée de 
àet{g)\/g € GLj (i.e Gi = {{g,ë)\g € GLj,det((7) = 5^}. Ce groupe agit sur 
Gm X g[j X par l'action adjointe de GLj sur g[j et par l'action triviale sur les 
autres facteurs. On identifiera le groupe Gi-i au sous-groupe diag(Gî_i, 1) 
de Gi (puisque dei{g) = det(diag(g', 1)) de sorte que Gi-i agit aussi sur 
Gm X g[j X Ri par l'action induite. Comme l'action adjointe laisse invariant 
le polynôme caractéristique, le morphisme fj est Gi_i-équivariant. Le mor- 
phisme h'^ n'est pas Gj_i-équivariant mais est néanmoins Gi_2-équivariant. 

Lorsque P un polynôme de plusieurs variables, on note V{P) le schéma 
des zéros de P. D'après le théorème 14.3.1.51 ci-dessus, la fonction k est un 
produit de facteurs irréductibles de resuit (a^- 1, a^), donc on peut écrire 
resuit (a.r_i,ar) = Hi -ff^' et K{wQ{y + wldr) = YiiPiivT^ avec < < m^. 
On a y(result(ar-i, a,.)) = Uî^(^î™')- Soit h S GL^-i, comme l'action 
adjointe y ^ h.y laisse invariant ar-i{y) et ar{y), cette action laisse invariant 
result(a,._i(y),ar(2/)), i.e 

result(ar._i(y),ar(y)) = result(ar-i(/i.y), ar(/i.y)), 

donc encore 

y(result(ar_i(y),a,.(y))) = V{result{ar-^i{h.y), ar{h.y))). 
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On considère le morphisme p : GL^-i x gl^ — )• gl^. (h, y) i-^ h.y défini par l'ac- 
tion. Comme V {r esnlt {ar-i {y ),ar (y))) = V{T:esult{ar-i{h.y),ar{h.y))) = V, 
on a donc un morphisme P\v{Pi) ■ GL^-i x V{Pi) V. Puisque GL.r_i x 
V{Pi) est irréductible, son image dans V est aussi irréductible. Par ailleurs, 
cette image contient V{Pi) et lui est donc égale. Par conséquent, on a 
V{Pi{h.y)) = V{P,{y))^h G GL,_i, Vy € gï,, de sorte que P,{h.y) = 
Ci{h,y).Pi{y) où Ci{h,y) est inversible (i.e Ci{h,y) G (Ogl,-! [(yi,i)])*)-On 
a donc Ci{h,y) = Ci{h) G Oq^ _ puisque les inversibles d'un anneau de po- 
lynômes A[xi, . . . , Xn] sont ceux de A. On obtient alors Kdiwoih.y+wldr)) = 
c{h)K^{wo{y + wlAr)) avec c{h) = HilciC^))""- 

Lemme 4.3.1.7. On a c{h.h') = c{h).c{h'). En particulier, on a un mor- 
phisme c : GLj._i — )• Gm- 

Démonstration. La démonstration est évidente. □ 
On considère le diagramme suivant 

1 ^ SL^—X*- s- GJjr—l ^ Gm- 



Gm 

En utilisant Hom(SLr_x, Gm) = {1} et la propriété universelle du conoyau , 
on obtient le diagramme commutatif 

GL,f._x ^ Gm, 



de sorte qu'on a c{h) = det{h)^ pour un certain s G Z. Donc k est Gr-i- 
équivariant. Le théorème 14.3.1.61 résulte alors de la proposition suivante 

Proposition 4.3.1.8. (cf. [TSl proposition 5.2.2]) Soient Ui et Ui-i les 
images réciproques de Ud dans gtj x Ri et dans gïj_x x Ri-i. Si J' est un 
faisceau pervers sur g[j x Ri, Gj-x-équivariant et isomorphe au prolongement 
intermédiaire à restriction à l'ouvert Ui, alors 

j' = Rfi;,ij(^h*c^)[i] 

est aussi un faisceau pervers sur glj_x ^ Ri-i^ Gj_2-équivariant et isomorphe 
au prolongement intermédiaire de sa restriction à l'ouvert f/j-x- 
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Démonstration. Les morphismes qui interviennent dans la formation de JJ' 
sont tous Gi_2-équivariants donc J'' l'est aussi. 

On utilise la transformation de Fourier-Deligne (pÂ]) pour démontrer 
la perversité et le prolongement intermédiaire. Soit E = gl^ x Qi x Ri. 
Il est clair que E x — 9k-i ^ Soient V le fibré trivial E x 

(A'"'^)^ et V"^ son fibré dual. On note l : gl^ x ^ V l'immersion 
fermée définie par i.{yi,ri) = {{yi_i, Ai{yi),ri), z, z'), où Ui est de la forme 

^ ^t~^ ^ ^ • note e : ExGm l'immersion fermée définie par e(e, ai) = 

(e, *(0, . . . , 0, Oi), *(0, . . . , 0, ai)). On vérifie que J' = e*5^(t, - 2{i - 1)] 
(cf. [Ï5l proposition 5.3.2]), ori est la transformation de Fourier-Deligne. 
Puisque JT" est un faisceau pervers et l est une immersion fermée, l^J' est 
un faisceau pervers. D'après [TT], ^^{i^J) en est un aussi. L'action de Gj-i 
sur g[j X iîj s'étend à y de la manière suivante : 

T^{g, iyi-i,ai,ri), {z,z')) = {{g~^yi-ig,ai,ri), {^gz,g~'^z'). 

Cela induit donc une action sur V"^ 

T^ig, {yi-i,ai,ri), {z,z') = {Cgyi-ig,ai,ri), Cg~^y,gy')). 

Par rapport à cette action, '^^{itfj) est Gj-i-équivariant. On utilise alors le 
lemme suivant 

Lemme 4.3.1.9. (cf. [15', lemme 5.4.3]) Le morphisme composé 
xEx G^^^ Gi-i X yy 

est un morphisme lisse de dimension relative (i — 1)^ + 1 — 2{i — 1). 

Démonstration du lemme. On note Z l'image de l'immersion localement 
fermée e dans . Le morphisme composé s'écrit alors : 

Gi-i xZ ^V"". 

En oubliant les composantes Qi et Ri on obtient un diagramme cartésien 
évident 

Gi_^ X Z î 

G^-l X G™ X 0[^_, X (A^-i)2 

où i{gi-.i,ai,yi-i) = {gî^yt-igi-i^gi-ii^, . . . , 0, a^), *5(r_\*(0, . . . ,0,0^)). 
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En factorisant le morphisme ^ et oubliant le facteur l'assertion se 

ramène à démontrer que le morphisme 

X G™^ (A^-i)2, (5i_i,a,) ^ (5i-i*(0, . . . , 0, a,), V_\*(0, • • • , 0, qO) 

est lisse et de dimension relative (i — 1)^ + 1 — 2 (i — 1). Cela résulte de 
l'assertion suivante : "L'orbite de l'élément *(0, ...,0,1) € A*^"*^ sous l'action 
du groupe Gj-i x Gm sur (A*^-"^)^ définie par 

{{gi-i,X),{z,z')) ^ {\gi^iz,\*gl\z') 

est l'ouvert défini par l'équation ^zz' ^ 0." Cette assertion est démontrée 
dans jT5l lemme 5.3.5]. 

Fin de la démonstration. D'après O 4.2.5], 7r*(5'^(i*J'))[(i-l)2+l-2(i-l)] 
est un faisceau pervers sur Gi-i x Z. Grâce à la Gj-i-équivariance on a un 
isomorphisme 

vr*(5'^(i*J')) = prz(5'i/.(^*^)|z)- 

D'après loc. cit. — 2(i — 1)] est un faisceau pervers sur Z, la 

rojection pr^ : Gi-i x Z ^ Z étant clairement un morphisme lisse de 
dimension relative dim(Gi_i) = {i — 1)^. Alors J' est un faisceau pervers 
sur Gi-i x Ri-i . 

De la même manière, J' est le prolongement intermédiaire de sa restric- 
tion à Ui-i. □ 

5 Facteur de tranfert 

5.1 Rappels sur le symbole de Hilbert et les constantes de 
Weil 

Proposition 5.1.1.1. (cf. [121 proposition 1]) Soient a, 6 € F-^. On a : 

1. Si v{a) et v{b) sont impaires, [a, 6] = [—ab,w]. 

2. Si v{a) est paire et v{b) = 1 , [a,6] = Ç,{a). 

On peut retrouver les formules de la proposition I5.1.1.1I ci-dessus en 
considérant le symbole de Hilbert comme le composé du symbole modéré et 
du caractère C,. 

Proposition 5.1.1.2. (cf. \\.2\ proposition 2]) Soit -0 un caractère additif 
d'ordre 0. On a : 

1. ^{a,ip) = 1 si v{a) est paire. 
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2. 7K^) =g-'/'EteO./^o^V'(a^''-V2)[6,n7], si \a\ = q^-+\ 

3. 7(a5,V') = 7(a,V')7(fe,'^/')[a,&]• 
Proposition 5.1.1.3. (c.f [ini proposition 5, p. 179]) Soient a € k{'uj) et 

: A/k{w) ^ C un caractère additif. On a : n»;G|pi| 'yv{0',ipv) = 1- 

5.2 Géométrisation d'un calcul de Jacquet [8, paragraphe 8] 

On commence cette partie en démontrant le cas très particulier du théorè- 
me A' de l'introduction oii r = 2 et t = diag(ti, ^2) avec fro(ti) = 1, ^^(^2) = 
— 1. Plus précisément, on montre la proposition suivante : 

Proposition 5.2.1.1. Pour r = 2 et t = diag(ti, avec v^{ti) = 1, ^^(^2) = 
-l,_on a J^{t) ~ %,{t)®Z^{t) ~ r'^(t) (g)Z„(t), où T^{t) et T'-^{t) sont 
des Q^-espaces vectoriels de rang 1 placés en degré 1 tels que Tr(Fr, %j(t)) = 
\ti\-^^hU-ti,i^) etjrr(Fr,r'^(t)) = \t2\^/^-fUt2,i'). De plus I^{t) et 
J^{t) sont alors des -espaces vectoriels de rang 2 placés respectivement 
en degré et 1. 

Démonstration. On a besoin du lemme suivant : 

Lemme 5.2.1.2. Soient X[ = {(u,e,c) G x Gm,|e^ = c} munie du 
morphisme pr : X[ G^xG^ défini par (n, e,c) H- (it,c), Y/ = {{u,v,c) G 
X Gml't^'^ — uv + c = Ù} munie du morphisme pry : Ga x Gm défini 

par (u, c, v) ^ (n, c) et j : Gm Ga l'immersion canonique. On a alors un 
isomorphisme canonique 

iîpr^ ,(iîj,£ç(n + 2e)) ~ RwY,\{Rj\i^d^)). 
où pour tout /c-schéma S muni d'un morphisme S Gm, on note Cc_{s) = 

Démonstration. On note 

X'^ = {{u, Ç, Ç', e, c) e A^ X G^|e2 = c,e = u + 2e, Ç'' = n - 2e}, 

1^2' = {{u-, V, w, w' , c) € A^ X Gml^^ — uv + c = 0, w"^ = V, w' = v' = u — v} 
et z = {{u,c) G X G,n}. On considère le diagramme suivant 



^2 ^2 



Z/2Z wh^-w 

X 

Z/2Z w'^-w' 



Z/2Z x^-x 
X 

Z/2Z y^-y 

X[ Y{ 

\ O o / 

Z/2Zei^-e\ /Z/2'Lv^v'=u-v 
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Soit Z= Z — {(u,c)|u^ — 4c = 0}. On ajoute un o pour indiquer le 

o o o 

changement de base de Z k Z. On note jx :X'i^ X[, jy :Y'i^ Y( et 

o 

jz >■ Z . On obtient les isomorphismcs suivants : 

jx,*jxiRj\J^d^ + 2e)) - Rj\J(^du + 2e), 

desquels résultent les isomorphismes 

prx,*j\^d^ + 2e) ^ jz,*fz{prx,*j\Cdu + 2e)), 
prY,*j\i^d'") - jz,*jz{prY,*j\Cd'"))^ 

o 

de sorte qu'il suffira de construire l'isomorptiisme au-dessus de Z. Les mor- 

o o o o o o 

phismes X'2^X'i^Z et Y'2^Y'i^Z sont étales et les deux membres 
de l'isomorphisme qu'on veut obtenir sont donc des systèmes locaux lors- 

o 

qu'on les restreint à Z. On considérera ces systèmes locaux comme des 

o o o o 

représentations des groupes de Galois des revêtements X'2 / Z et Y' 2 / Z. 

o o 

On a un isomorphisme X'2-^Y'2 ■ 

o o 

- x'2 Y' 2 ■ 

o o 

- Y'2^X'2 : 

e = ww', 
^ = w + w', 
^' = w — w'. 

Cet isomorphisme est équivariant vis à vis de l'isomorphisme des groupes 
de Galois 

Z/2Z X {Z/2Zf Z/2Z X {Z/2Zf 

donné par 

(e 1-7' — e, ^ ^ ^') i-> {w i-^ WjW 1-^ w') 
(e^e,Ç^Ç,Ç'^-0 ^ {w^w'). 

Nos deux systèmes locaux correspondent respectivement aux représen- 

2 

tations des groupes de Galois sur données par 
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et 

{w ^ w,w ^ w') H- ( -1 ) 
{w^w') ^ (îâ). 

Par conséquent, le lemme résulte du diagramme commutatif suivant 
GL2(q') GL2(q') 



Z/2Z X (Z/2Z)2 — Z/2Z X {Z/2Zf 
où A est l'isomorptiisme défini par M i— >• AMA~^ avec ^ = ( } ) . 

□ 

Remarque 5.2.1.3. En utilisant la formule des traces de Grothendieck- 
Lefschetz pour les deux systèmes locaux dans le lemme ci-dessus sur (c, n), 
on obtient : 

^ CW = 5]C(^-26). 

v+c/v=u t^=c 

Pour c = 1, on obtient la démonstration d'une formule de [H paragraphe 
8, p. 145 (entre les formules 127 et 128)] 

Y, c{v) = au-2)+au+2), 

v+l/v=u 

à l'aide de laquelle Jacquet obtient essentiellement le cas particulier du 
lemme fondamental de Jacquet et Mao obtenu en prenant les traces de Fro- 
benius dans la proposition 15.2. LTl 



Démonstration de la proposition \5.2.1.1[ Soient ti = ti [1]cî7 + ti [2]w'^ + . . . 
et t2 = t2[-l]vj-'^ +t2[0]-cu^ + ■ ■ ■ . On note c = -t2[-l] Ai [!]• Soient X{c) = 
Spec /c[e]/(e^ — c) munie du morphisme h : X{c) — > Ga défini par h{e) = x et 
Y{c) = Spec k[v , v'] / {vv' — c) munie du morphisme h' : Y{c) — >■ Ga défini par 
h'{v, v') = ^^^^ et du morphisme k : y (c) — )• G^ défini par k{v, v') = —vti [1] 
(la définition de k vient de la formule de Kubota (cf. la proposition 13.1. 5T2|) ) . 
D'après les définitions des variétés X^{t) et ^^(t) (voir les sections 2 et 4), 
{X^{t),ha) est donc isomorphe à (X(c),/i) et {Y^{t), h'^, k) est isomorphe 
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à {Y{c),h',K). En faisant varier c et d := ti[l], on obtient le diagramme 
suivant : 



Xi Yi 




où 

- Xi = {(c, d, u, €, x) G X A'^je^ = c, X = n + 2e}, 

- Yi = {{c,d,u,v) € X A^Iî;^ - + c = 0}, 

- Xo = {(c,(i,x) G X A}, 

- Zi = {{c,d,u) e G^ X A}, 

- Zo = {ic,d) £Gl}. 

On a alors les isomorphismes canoniques suivants 

u 

~ RiYi ^ Zo)iCç{-dv) ® 

U 

~ C^{-d) ® R{Zi ^ Zo)X^{-) ^ R{Yi ^ Zi)X^{v) 

En utilisant le lemme [5.2.1.21 on obtient 

R{Yi Zi)iCç{v) ~ R{Xi Zi)X^{u + 2e). 
Par conséquent, on a : 

Vu 

^ C-i^{-d)®R{Zi^ZQ)X^{-)®R{Xi^Zi)X^{u + 2e) 

U 

~ Ci^{-d) R{Xi ^ Z^UC^i-) ® C^{u + 2e)) 

~ Ci^{-d) ^ R{Xi ^ Zo)!(/:^(-e) £^(|) » /:^(a;)) 

~ Ci^{-d) «) i2(Xo ^ Zo)!(/:^(|) /:^(x)) ^ X(,)iC^{-e) 

~ /:ç(-d) «) i?(Xo ^ Zo)!(/:^(|) /:^(x)) 
On pose = /:ç(-d) «)iî(Xo ^ Zo)!(/:^(f ) ® et 7X = r^«)/:ç(c). 

On a donc ~ 7^(55 X^. Comme par ailleurs, on a isomorphisme canonique 
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En utilisant la formule des traces de Grothendieck-Lefschetz, on obtient 
bien : 

TV(Fr(,,rf),r^) = ^V(x/2)C(-ti[l]x) 

xÇik 
xÇik 

et 

TV(Fr(,,rf),r^) = C(c)Tr(r^) 

= C(-t2[-l]/tl[l])|tl|^^/V(-tl,^') 
= |t2|'/V(t2,*). 

□ 

La proposition suivante ramène le cas simple des matrices t € Tr{F^) 
telles que "«(111=1 ^i) = 1 et v{ar) = à celui envisagé dans la proposition 
I5.2.1.1I 

Proposition 5.2.1.4. Soient t G Tr-{F.^) et i un nombre entier compris entre 
1 et r — 1, tels que v{ai) = 1 et v{aj) = pour j / i. Alors, pour tout a € 
{k*Y~^, on a un isomorphisme entre (^^(t),/!^) et (Xro(diag(^^, ^^^^)), 
et un isomorphimse entre {Y^{t),h'^^ k^) et (>"ro(diag(^, ^^)), 

Démonstration. On adapte la démonstration de |15t proposition 2.4.1] pour 
le premier isomorphisme. Pour le deuxième isomorphisme, on adapte encore 
cette démonstration en utilisant la formule : 




= ^1(51)^(52)- 



□ 

5.3 Facteur de transfert 

Proposition 5.3.1.1. Pour d = {di, . . . , dr), la restriction à 17^ du complexe 
X = R/^/i^£^ (resp. J7 = KfJi ih'^C^ ^ k^£(^)) est un système local de rang 
2T.i=i'it placé en degré (resp. placé en degré Yll=idi). De plus J^u^ = 
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T ®X\u^, où T est un système local de rang 1 placé en degré X]i=i '^i 
dessus de C/^, géométriquement constant et provenant d'un caractère r de 
Gal^/^ tel que 



T(Fr 



(_l)E[=l diçELl di/2^|^_-^jj:f^i '^2'7oo{ro,>î'cx))" ^»=i î'('*2»-'i2i-i) si r = 2s + 1. 



Démonstration. En utilisant la proposition 15. 2. iT] la proposition 15.2. et 
la formule de produit, on obtient les assertions sur les systèmes locaux 1^\u^ 
et J\u^- Pour le facteur de tranfert on envisage deux cas suivants : 

1. Si r = 2s, on écrit le facteur de transfert sous la forme : 



i=l \v\a2i v\a2i+i 

2. Si r = 2s + 1 , on écrit le facteur de transfert sous la forme : 



T = J] Il (g^/%^,(a2^/a2^-l,^'^,)) ^(9^^^7^(-"2i/«2^-l,^'^,)) 

i=l \v\a2i-i v\a2i 

On se contente de donner le calcul pour le premier cas oii r = 2s (pour le 
cas où r = 2s + 1, on utilise le même argument). En fait, 

v\a\ v\a-i 

v\ai 

= g'^^/2C(-l)"^7oo(ai,^oo)-^ 
On a aussi (comme 'jvi-a2i+i/a2i,^v) = Ci-'i-hv{a2i+i/a2i,^v), où la 
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démonstration est la même que ci-dessus avec ai) 
ll{q^^hvia2i+l/a2^,'ifv)) ^^^^^^^ 

[ — 0.21+1 /a2^,'ifv)) 

v\a2i v\a2i+i 

= Yl{q'^^'^7via2i+i/a2i,'i>v)) n (9^^Sî^(a2i+i/a2i,*^)C(-l) 

v\a2i v\a2i+i 

= qd2.+d2.+i^^_l^d2.+^ -Q J,{a2^+l/a2i,^.) 

v\a2ia2i+i 

= q''''+''''+'C{-^f''+'7oc{a2i+l/a2^, ^oo)'^ 

Par ailleurs, les sont des polynôme unitaire, donc 02^+1/021 = 

... (c'est à dire foo(o2î+i/o2i) = d2i — d2i+i)- En utilisant les deux assertions 

premières la proposition 15.1.1.21 on a alors 



c 




si d2i — d2i+i est paire, 
si d2i — d2i+i est impaire. 



Par conséquent, on obtient la formule de trace de T\u^. D'après le théorème 
de Chebotarev, on voit que T est géométriquement constant. □ 

Le facteur de tranfert est géométriquement constant au-dessus de Ud et 
se prologue alors de manière évidente T à x G^^. 

En utilisant les théorèmes I2.3.1.1I et I4.3.1.61 on obtient l'énoncé global 
pour d = (1, 2 . . . , r), qui prolonge l'égalité de la proposition 15 . 3. 1 .T] ci-dessus 
au-dessus de x GJ^^ tout entier. 

THÉORÈME B. Pour d = (l,2...,r), RfJ,{h*Y^^C^ k*^jCç) = T® 

^fdi^Xd^i'- deux membres de cette égalité sont, à décalage près, des 
faisceaux pervers isomorphes au prolongement intermédiaire de leur restric- 
tion àUdX G'm^ ■ 



6 L'énoncé local résulte de l'énoncé global 

Dans cette partie, on va montrer que le théorème B entraine une version 
géométrique du théorème A. 

THÉORÈME A'. Soit t' = diag(t'i, . . . , t'J S Ts{F^). On a alors J^{t') ~ 
%,{t') (g)Zro(t') =i T'ro(i') <8)^ro(i')î %j{t') et T'vo{t) sont des Qi-espaces 
vectoriels de rang 1 placés en degré ^^(111=1 ^î) ^^^^ Tr(Fr, 7^(t')) = 
i^{t',a) et Tr(Fr, T'ro(t')) = t't^(t',a) avec et sont analogues celles 
du théorème A (cf. la section d'introduction). 
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D'après [TÏÏl prop 3.5.1, p. 505], pour r assez grand, il existe t° = diag(a^, 
a^al, ... , a°/a°„J, avec (aj, . . . ,a°) e V(i^2,...,r)(fc) tel que Izu{t°) ^ 1m{i') 
et J-uj{t°) ~ ■Jmit')- De plus, en utilisant la proposition 11.1. 131 on a : 

~ l^{t') ® (S?) et J{f ) ~ (5?) X{f). 



^^^zsupp(^°) DGsupp(i°) 

On a a° = a'°a"°, où a'° est à racines simples non nulles et oii a"° a toutes 
ses racines nulles. Soient alors d! = (deg(a'°))î et d" = (deg(a"°))i- On fait 
varier {a'^)i et {a'[)i en introduisant l'ouvert [V^i' x V^")'^^^^ de V^/ x V^// au- 
dessus duquel pgcd(n[^^ a^, ]^[^^ o^') = 1 et les a[ sont à racines simples. 
On a alors un morptiisme étale /m : (V^' x V^" j^'*^* — )• Ki. 

Du côté de l'intégrale /, pour tout couple {t',t") = (diag(a'^, . . . , a^), 
diag(a'^, . . . , a^)) oii {{a[, . . . , a^), (a", . . . , a")) € (T/^/ x F^^")'^^'^*, on introduit 
les deux données géométriques, {Xi{t' ,t"), hi^g) et (X2(t', t"), /i2,a), oià 

= {n G iV,.(F)/7V^(e»[det(t")~^])|*nÉ'É"n G 0l^(C'[det(É")"^])}, 
X2(t',i")(fc) ^{ne Nr{F)/Nr{0[dct{t')-^])\*nt't"n G 0l^(O[det(t')"^])} 
et les morphismes 



hi,a{n) = ^{ai ^ trfc^/fcres^(ni_i,idti7) 

/î-2,a(n) = E E trfc^/fcreSî,(nj_i,idtZ7) . 

Du côté de l'intégrale J, pour tout couple {t',t") = (diag(a'^, . . . , a^), 
diag(a'^, . . . , a^)) oii {{a[, . . . , a'^), {a'(, . . . , a")) G {V^i x V^n)^^^^, on introduit 
aussi les deux données géométriques {Yi{t' , t"), h'i q,, Kj^) et (Y2{t', t"), h'2 q,, ^2) 
où 

Yi{t',t"){k) = {(n,n') G (A^,(^^)/A^,(0[det(t")"']))'rniW G 0l,(O[det(t")"'])}, 

>"2(t',i")(fc) - {(",^0 e {Nr{F)/Nr{0[àei{t')-^])f\'nt't"n' G 0[,(O[dct(t')"'])} 
et les morphismes 

/l'i n') = ^ J]] 1 ai J]] trfe^/fcres^((ni_i,i + Jdro) j , 
*=2 V wnLi< / 
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^1 — Y\. — 

(le morphisme (resp. K2) a une présentation géométrique comme dans la 
sous-section 13.21 où S = {v\v \ a'^ 111=1 ^fl (resp. où S = {v\v \ a" 111=1 (^i})- 
Ces données géométriques se mettent en familles (on va les nommer res- 
pectivement (Xi_^/,/jf\/ii^^/), {X2^d"Jg'\h2^d"), iYi,d'J^\K,d'^!^i4') 
(^2,d"' /j" ' ^2 d">^2,d")) quand d' et df' sont fixés. Plus précisément on a les 
lemmes suivants : 

Lemme 6.1.1.1. 1. Pour tout d',d" G N*" le foncteur Xi^i qui associe 
à toute k[{a'- {a'- j)ij]-algèhice {a[ ^ (resp. a'I^) sont les coefficients 
de a[ (resp. de a'I) - c'est à dire a[ = zu'^i + a'- ^1 _-^vd'^^^'^ -!-••• + a'^ o) 
l'ensemble 



Xi,AR) = {9^Sr({0®kR)[{\{al)-^])\ 

i=l 

r 

det(5^) = a[a'l]/Nr{{0 0^ ^)[(n<)"'])' 



i=l 



OÙ Qi est la sous-matrice de g faite des z-premières lignes et des i- 
premières colonnes de g, est représenté par une variété affine de type 
fini sur k, qu'on note aussi Xi ^1 (resp. X2 g')- Soient 



: X,,, X g: 



r-1 
m 



-ir— 1 
-"m 



les morphismes définis par f^,^{g,a) = {{a'j)i<j<r, {aj)i<i<r,a) où 

z;' = c 

ur tou 



a'jtt'- = det{gj). 

2. Pour tout i avec 2 <i <r, l'application hi : Sri{0(^kR)[iYrj=i )""^]) 



R définie par 



res 



\ 



\ 



/o\\\ 
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où {a[a'l)g^ ^ est la matrice des cofacteurs de g'j, lesquels sont dans 
{O ®k R)mU <)-'] et où res((a^_i<_i)-^ (nj^) est le coeffi- 
cient de ' » ' j dans l'expression polynomiale en la va- 

riable w du reste de la division euclidienne de h par «i_iof_x(nj=i ^'jY 
(cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des 
et des a" sont égals à 1), induit un morphisme hi^i : ^/ x GJ^^^ — )• 

3. Soit = X;[=2 Alors pour tous (t', t") G (F^/ x Ki" (^) et a G 
G;;7\ le couple {Xi{t' , t"), est isomorphe à la fibre if^^y^{t', t",a) 
munie de la restriction de /i^ à cette fibre. 

Lemme 6.1.1.2. (cf. [Tïïl proposition 3.3.1]) 

1. Pour tout df ,d" G W le foncteur qui associe à toute k[{a'-)i, {a'-)i]- 
algèbre R l'ensemble 



n.d'(iî) = 'Nriio iî)[(n \ {9 e 0[.((0 ®. ^)[(n 

r— 1 r 

det(g,) = a:<, pgcd(n det(5,), det(5.)) = l}/iV.((0 ®fe iî)[(n 

oia est la sous-matrice de g faite des z-premières lignes et des i- 
premières colonnes de g, est représenté par une variété affine de type 
fini sur k qu'on note aussi Yi Soit 



dist 



ir— 1 
-'m 



le morphisme défini par fj^{g,a) = ((a-)i<i<r, (a-')i<î<r, a) où 
det{gi) 



2. Pour tout i avec 2 <i <r, l'application /i'^ • : Qlri{0'^kR)[{ïYj=i ]) 



(iî 



*^1 — 1 



R définie par 

/ / 



h', 



1 



■ res 



"i-i 



igi,i, ■ ■ ■ ,gi,i-i)ai-igi_i 



\ 



+{0, . . . ,0,ai)ai-igi_^ 





\aij 



+ 



( 9i,i \ 



9i-2, 



\ 
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où {a[a'l)g^ ^ est la matrice des cofacteurs de g'j, lesquels sont dans 
{O ®k R)mU <)-'] et où res((a^_i<_i)-^ (nj^) est le coeffi- 

cient de ' » ' j dans l'expression polynomiale en la va- 

riable w du reste de la division euclidienne de h par (11^=1 ^'jY 

(cette division euclidienne a un sens puisque le coefficient dominant des 
et des a'I sont égals à 1), induit un morpliisme h'^ ^ : x GJ^^ — )• 

3. Soit h'-^ ^, = Yll=2^ii- existe un morphisme naturel ^1,^' : Yi^^i — )• 
Gm tel que pour tous {t',t") £ {Vg x Vd")'^'''\k) et a G €!;;7\ le triplet 
(Yi{t',t"),h[^^,K^) est isomorphe à la fibre (/J')"H*'> «) 

munie de 

la restriction de h'-^ ^, et de Ki ^j^i à cette fibre. 

Les données géométriques de X2 d" et de Y2 d" sont définies par des pro- 
positions analogues. 

Ensuite, on définit des complexes Zi = R/j^^/i* ^iC.^-, I-2 = Kf^i'^^h* ^iC^ 

Ji = R/Ji,(/i'î^^/£^ /î*^^,/:ç) et J2 = Rf^j 'l{h% d''^i^ l^ld''^Ô vérifiant 
H*I = Zi"(g)^ I2 et fi*J = Ji 0^ J2. 

Comme les a[ sont à racines simples, en utilisant la proposition 15.2. iTT] et 
la proposition 15.2.1.41 on obtient que Ii et J'i sont des produits de systèmes 
locaux, donc sont eux mêmes des systèmes locaux. De plus, en utilisant la 
formule du produit des constantes de Weil (cf. la proposition 15. 1.1^3]) . on 
définit un système local 7Î telle que J7i = 7Î (8) . Plus précisé ent, on a la 
proposition suivante 

Proposition 6.1.1.3. (cf. la proposition 15.2. iTTl) 71 est un système local de 
rang 1 placé en degré Yli=i '^'i au-dessus de {V^' x Vd")'^^^^ et provenant d'un 
caractère r de Gal^^^^^ tel que (— 1)^^=1 '^ïr(Prq) est égal à 

rgEI=i4/2^(-l)EU4,+i^^(ca, ^^)-i:.'=i P(4.-4,+i) si r = 2s, 
LE-=i4/2^(-l)E,Li4,^^(ro,*oo)"^'=^^^''^'"^'2-^^ si r = 2s + 1, 



où p{x) 



1 si 2; est impair 
si x est pair. 



En utilisant le fait que la perversité et le prolongement intermédiaire 
sont stables par changement de base étale et que le produit tensoriel d'un 
complexe avec un système local est pervers et prolongement intermédiaire de 
sa restriction à un ouvert si et seulement si ce complexe l'est déjà, on obtient 
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que X2 et J2 sont pervers et prolongement intermédiaire de leur restriction 
à l'ouvert fi*U(i- 

Le système local T s'écrit lui aussi comme un produit 71 (X" Ti (7î et T2 
ne sont plus géométriquement constants, on définit en fait T2 = T T^~^) 
et à l'aide des prop osit ions 15.2. iT] et lO .1.31 la formule du produit pour les 
constantes de Weil permet de calculer Tr(Frj,72) = Tr(Frj, T)/Tr(Frj, 71). 
En spécialisant en t = t° on obtient alors le théorème A'. 
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